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RESUMO
A classificac¸a˜o de espinores de Lounesto e´ uma ferramenta importante na f´ısica fun-
damental, pois explicita a pleˆiade de tipos de espinores que va˜o ale´m daqueles usados
na teoria quaˆntica de campos (TQC). Nesse trabalho, mostramos como a classificac¸a˜o
surge em dois to´picos: primeiro mostramos que os bilineares covariantes surgem na-
turalmente na equac¸a˜o de movimento para um campo fermioˆnico num fundo do tipo
Riemann-Cartan (com dinaˆmica gravitacional f(R)) e identificamos um espinor singular
(um flag-dipole) como sendo soluc¸a˜o do modelo apresentado. Esta e´ a primeira solu-
c¸a˜o flag-dipole encontrada na literatura. Investigamos o comportamento dos bilineares
covariantes dentro do contexto do chamado modelo padra˜o estendido de Colladay e
Kostelecky e apresentamos exemplos de transformac¸o˜es que violam a simetria de Lo-
rentz, provendo a extensa˜o da classificac¸a˜o dos espinores, de acordo com seus bilineares
covariantes, a cena´rios com quebra de simetria de Lorentz. Finalmente, provamos que es-
pinores singulares do tipo flagpole sa˜o menos suscet´ıveis a efeitos de violac¸a˜o de Lorentz.
Palavras chave: bilineares covariantes, classificac¸a˜o de espinores, quebra
de invariaˆncia de Lorentz, torc¸a˜o, gravidade f(R).

ABSTRACT.
The Lounesto spinor classification is an important tool in fundamental physics, be-
cause it makes explicit the pleiade of spinors types, beyond the used in quantum field
theory (QFT). In this work, we show how the classification emerges in two topics: first
we show that the bilinear covariants arise naturally in the equation of motion for a
fermionic field in a Riemann-Cartan background (with gravitational dynamics f(R))
and we identify a singular espinor field (a flag-dipole one) as a solution of the presented
model. This is the first solution flag-dipole founded in the literature. We investigated
the behavior of the bilinear covariants in the context of the called standard model ex-
tension of Colladay and Kostelecky and we present examples of transformations that
violate the Lorentz symmetry, providing an extension of spinors classificaiton, according
to bilinear covariants, to scenarios with broken Lorentz symmetry. Finally, we proved
that singular spinors of type flagpole are less susceptible to effects of Lorentz violation.
Keywords: bilinear covariants, classification of spinors, violation of Lorentz
symmetry, torsion, f(R) gravity.
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Introduc¸a˜o
Com a primeira quantizac¸a˜o na mecaˆnica quaˆntica, o aspecto ondulato´rio da na-
tureza foi estabelecido de forma quantitativa e profunda. Por isso, o problema de
se quantizar um campo cla´ssico se tornou natural. Apesar disso, como a equac¸a˜o de
Schro¨dinger na˜o era covariante por transformac¸o˜es de Lorentz, primeiro se buscou uma
equac¸a˜o de onda que fosse Lorentz covariante. Partindo-se da equac¸a˜o relativ´ıstica para
a energia de uma part´ıcula, a equac¸a˜o de Klein-Gordon, foi obtida, mas ha´ dois proble-
mas ao se adotar essa equac¸a˜o como uma equac¸a˜o de onda relativ´ıstica. Primeiramente
a causalidade exige que a mesma seja de primeira ordem na “coordenada temporal” x0
e segundo, a invariaˆncia de Lorentz exige que na˜o exista nenhuma coordenada prefer-
encial, o que implica a necessidade da equac¸a˜o de onda (o operador diferencial) ser de
primeira ordem em todas as varia´veis. O problema foi resolvido por Paul Adrien Mau-
rice Dirac [1], que interpretou essas exigeˆncias na forma de tomar a raiz quadrada do
operador d’Alembertiano . O operador obtido D e´ hoje conhecido como o operador
de Dirac na teoria relativ´ıstica do ele´tron.
Ainda dentro da teoria relativ´ıstica do ele´tron (em primeira quantizac¸a˜o), Dirac con-
siderou os chamados bilineares covariantes que encapsulam o conteu´do f´ısico da func¸a˜o
de onda ψ. Dado um espinor ψ e as matrizes de Dirac no espac¸o-tempo de Minkowski,
onde γ5 = −iγ0γ1γ2γ3, os bilineares covariantes sa˜o dados por [2, 3, 4]
σ = ψ¯ψ,
Jµ = ψ¯γµψ,
Sµν = iψ¯γµνψ,
Kµ = ψ¯γ5γµψ,
ω = ψ¯γ5ψ,
onde ψ¯ = ψ†γ0.
Cada uma dessas grandezas possui um significado f´ısico que discutiremos no primeiro
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cap´ıtulo dessa tese. Ha´ pouco menos de duas de´cadas, um avanc¸o fundamental foi feito
por Pertti Lounesto [2, 4] que reinterpretou os bilineares covariantes do ponto de vista
da teoria das a´lgebras de Clifford e derivou uma classificac¸a˜o de campos espinoriais
usando essas classes. Por exemplo, na classificac¸a˜o de Lounesto, o espinor que Dirac
obteve no seu trabalho e´ de um tipo bem espec´ıfico (um espinor regular, que e´ autoe-
spinor do operador de paridade e que e´ soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Dirac), mas hoje existem
soluc¸o˜es para equac¸o˜es de primeira ordem em ambientes mais intrincados, que na˜o sa˜o
espinores de Dirac [5]. Isso indica que uma equac¸a˜o de primeira ordem pode ter como
soluc¸a˜o espinores de tipos espec´ıficos, que na˜o sa˜o os do trabalho original de Dirac [1].
Num primeiro n´ıvel de classificac¸a˜o, anteriormente a` segunda quantizac¸a˜o, isto sig-
nifica que os campos espinoriais sa˜o essenciais para descrever a f´ısica. Embora espinores
de Dirac sejam os objetos mais comuns que carregam uma representac¸a˜o espinorial do
grupo de Lorentz, eles sa˜o realmente apenas a ponta do iceberg que cercam um amplo
conjunto de possibilidades, descritas pela classificac¸a˜o de Lounesto [2, 6]. Esta classifi-
cac¸a˜o de espinores e´ baseada nos bilineares covariantes. Espinores de Dirac esta˜o inclu´ı-
dos como casos particulares de espinores regulares, enquanto os espinores de Majorana
e Weyl sa˜o exemplos bem conhecidos nas classes de espinores flagpole e dipole, respecti-
vamente. Ale´m desses, a classificac¸a˜o de Lounesto tambe´m descreve uma classe enorme
de novas possibilidades, incluindo espinores de dimensa˜o de massa um [7, 8, 9, 10],
formulac¸o˜es exo´ticas com mecanismos dinaˆmicos de gerac¸a˜o de massa [11] e soluc¸o˜es
das equac¸o˜es de Dirac em circunstaˆncias espec´ıficas, as quais na˜o sa˜o espinores de Dirac
[12]. Existem ainda subconjuntos em cada classe da classificac¸a˜o de Lounesto que per-
manecem inexplorados, cuja dinaˆmica sa˜o ainda desconhecidas [7, 8, 10]. Classificac¸o˜es
rec´ıprocas e equivalentes teˆm aberto recentes desenvolvimentos [6, 13, 14].
Espinores flagpoles foram ineditamente identificados com candidatos a` mate´ria es-
cura [15] e foram tambe´m usados para o estudo do tunelamento de campos espinoriais
singulares e sua radiac¸a˜o Hawking no contexto de cordas negras e buracos negros mais
gerais [16, 17]. Outras aplicac¸o˜es dos espinores singulares, ainda, foram constru´ıdas e
discutidas em [7, 18], tambe´m no contexto de uma aplicac¸a˜o entre espinores regulares
e singulares [19], na derivac¸a˜o das ac¸o˜es de Einstein-Hilbert, de Holst e de Palatini
atrave´s da classificac¸a˜o de Lounesto [20, 21]. Um proto´tipo de espinor singular do tipo
flagpole e´ o Elko, candidato a` mate´ria escura, cujos testes e predic¸o˜es fenomenolo´gicas,
experimentais [22, 23, 24, 25, 26] e observacionais [27, 28, 29, 30, 31, 32] foram ampla-
mente propostas. Desenvolvimentos teo´ricos inesperados tambe´m foram reportados em
[33, 34, 35].
Muitos esforc¸os teˆm sido devotados para desenredar aquelas classes menos conheci-
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das de espinores. Espinores flagpole incluem por exemplo espinores Elko e Majorana e
teˆm sido usados em diferentes contextos, de f´ısica de part´ıculas e fenomenologia LHC
ate´ cosmologia [36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43]. Espinores Elko possuem a peculiar carac-
ter´ıstica de serem espinores de dimensa˜o de massa igual a um (eles na˜o sa˜o os u´nicos,
como recentemente apontado em [10]). Ainda sobre espinores flagpole, podemos citar
os seguintes estudos recentes: poss´ıveis assinaturas em 14 TeV no LHC e como um
subproduto de uma bolha de Higgs [44], assim como alguns aspectos que estudam tais
espinores no contexto da gravidade conforme e com torc¸a˜o [45, 46, 47, 48, 49]. Uma
ana´lise completa sobre o papel dos espinores flagpole e flag-dipole e suas interpretac¸o˜es
no formalismo de Penrose foram derivados em [2, 7]. Novas soluc¸o˜es espinoriais em
supergravidade foram tambe´m recentemente obtidas [50, 51].
Flag-dipoles sa˜o campos espinoriais que na˜o foram listados em aplicac¸o˜es f´ısicas ate´
recentemente, quando mostramos que esta classe de espinores e´ uma soluc¸a˜o para a
equac¸a˜o de Dirac numa configurac¸a˜o de gravitac¸a˜o f(R) com torc¸a˜o [5]. De fato, na
teoria de gravitac¸a˜o de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK), a torc¸a˜o e´ acoplada a`
densidade de spin do campo da mate´ria. Portanto, com todos os termos os envolvendo,
as derivadas covariantes e as curvaturas podem ser decompostas em seus homo´logos
sem torc¸a˜o mais suas contribuic¸o˜es com torc¸a˜o, os quais podem ser substitu´ıdos pelas
equac¸o˜es de campo torc¸a˜o-spin em termos da densidade de spin do campo da mate´ria
espinorial [5, 45, 46, 47]. A teoria ECSK e´ equivalente a uma teoria complementada
por potenciais de interac¸a˜o spin-spin, com na˜o linearidades nas equac¸o˜es de campo da
mate´ria. O fundo gravitacional espec´ıfico, por exemplo f(R) ou conforme e o tipo de
espinor (Dirac ou outro espinor regular: flag-dipoles, flagpoles, ou espinores dipole – os
singulares [7]) determinara˜o a estrutura exata dessas na˜o linearidades nas equac¸o˜es dos
campos da mate´ria. Por exemplo, na ordem mais baixa a gravidade ECSK com campos
fermioˆnicos de Dirac, as na˜o linearidades sa˜o realizadas por interac¸o˜es do quadrado de
correntes de contato axiais, fornecidas pelos potenciais de Nambu-Jona-Lasinio (NJL).
Quando o campo espinorial e´ um campo fermioˆnico flag-dipole, a interac¸a˜o e´ modifi-
cada [5].
Por outro lado, a simetria de Lorentz e´ a simetria fundamental subjacente ao modelo
padra˜o (MP) da f´ısica de part´ıculas elementares, sendo experimentalmente verificada
em um n´ıvel requintado de precisa˜o. Mesmo assim, o paradigma da simetria de Lorentz
pode ser modificado em regimes de altas energias. De fato, sempre que efeitos gravita-
cionais quaˆnticos na˜o podem ser descartados, a simetria de Lorentz deve ser malea´vel
para adequar esses regimes extremos na f´ısica. Como um exemplo, a simetria de Lorentz
pode ser quebrada espontaneamente por alguns campos tensoriais adquirindo valores es-
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perados na˜o nulos no va´cuo em regimes de energia baixa de teorias de cordas efetivas
[52]. Um enfoque bastante geral no qual a violac¸a˜o da simetria de Lorentz (VSL) e´
incorporada com o modelo padra˜o foi desenvolvida por Colladay e Kostelecky [53, 54].
Essa configurac¸a˜o tem sido usada como uma estrutura para estudar consequeˆncias de
VSL numa pletora de fenoˆmenos f´ısicos, impondo limites muito rigorosos nos paraˆmet-
ros VSL [52, 55, 56, 57, 58, 59]. Alguns fenoˆmenos VSL que teˆm recentemente recebido
atenc¸a˜o na literatura sa˜o efeitos em buracos negros acu´sticos [60], vo´rtices BPS num
fundo com quebra de Lorentz e CPT [56, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71] ,
branas espessas em VSL [72], dentre muitos outros.
De acordo com a classificac¸a˜o de Wigner, em termos das representac¸o˜es irredut´ıveis
do grupo de Poincare´, as part´ıculas sa˜o classificadas em termos de suas massas e spin.
As quantidades correspondentes para os campos espinoriais sa˜o dadas em termos das en-
ergias e densidades espinoriais. Para perseguirmos o mesmo esp´ırito que Einstein seguiu
para desenvolver uma teoria para a gravidade, expressando as equac¸o˜es de campo via
um acoplamento da curvatura com a energia, no caso mais geral, onde a torc¸a˜o esta´
presente, somos compelidos a recuperar as equac¸o˜es de campo acoplando a energia com
a curvatura mas acompanhadas por equac¸o˜es de campo similares acoplando a torc¸a˜o
com o spin.
Quando isto e´ realizado da forma mais direta, as equac¸o˜es de Einstein para o acopla-
mento curvatura-energia sa˜o generalizadas para se incluir as equac¸o˜es de Sciama-Kibble
para o acoplamento torc¸a˜o-spin. O sistema de equac¸o˜es de campo ECSK, pode ser obtido
generalizando-se o escalar de Ricci escrito em termos da me´trica R(g) pelo escalar de
Ricci escrito em termos da me´trica e da torc¸a˜o R(g, T ) na ac¸a˜o e subsequentemente
variando a mesma em relac¸a˜o aos dois campos independentes [5]. Na˜o obstante, isto e´
apenas a generalizac¸a˜o mais direta de gravidade com torc¸a˜o. Outras teorias mais gerais
podem ser obtidas adicionando torc¸a˜o na˜o apenas implicitamente atrave´s da curvatura,
mas explicitamente tambe´m, com termos quadra´ticos ale´m da curvatura R(g, T ) + T 2
na ac¸a˜o [73]. Uma vez que as equac¸o˜es de campo sa˜o escritas e todas as contribuic¸o˜es
da torc¸a˜o sa˜o separadas e evidenciadas como interac¸o˜es espinoriais, os efeitos destas ex-
tenso˜es sa˜o reduzidos a um simples escalonamento dos termos torsionais, ou equivalen-
temente da interac¸a˜o espinorial. Isto e´ evidenciado pela introduc¸a˜o de novas constantes
de acoplamento para tais potenciais espinoriais. Um dos problemas mais importantes
sobre torc¸a˜o e gravidade, a saber o fato de que a torc¸a˜o deve ser relevante somente
nas escalas de Planck, pode, assim, ser superado pois nestas teorias a torc¸a˜o possui sua
pro´pria constante de acoplamento, que na˜o coincide necessariamente com a constante
gravitacional [74, 75]. Por outro lado, contudo, estas teorias na˜o cercam a possibili-
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dade de termos extenso˜es dinaˆmicas, tais como as fornecidas por equac¸o˜es de campo
de ordens superiores. As duas extenso˜es mais importantes sa˜o as do caso no qual a
curvatura escalar R e´ trocada por uma func¸a˜o arbitra´ria f(R) e no caso que e´ poss´ıvel
a implementac¸a˜o de uma simetria conforme na ac¸a˜o [76, 77]. A seguir, trataremos de
ambos. Nessa tese, abordamos cena´rios onde surgem campos espinoriais singulares de
forma natural.
A tese esta´ dividida da seguinte forma.
No cap´ıtulo 1 apresentamos o grupo de Lorentz e constru´ımos o recobrimento duplo
do mesmo, o grupo spin, identificado com o grupo SL(2,C). Em seguida caracterizamos
as representac¸o˜es irredut´ıveis desse grupo spin de uma forma construtiva. Ao revermos
a equac¸a˜o de onda de Dirac para a teoria quaˆntica do ele´tron, chegamos ao conceito de
bilinear covariante, que foi crucial no trabalho de Dirac. Abordamos os bilineares co-
variantes sob o ponto de vista da classificac¸a˜o de Lounesto e discutimos o seu significado
f´ısico e finalmente, vemos como as transformac¸o˜es de Fierz mostram como as represen-
tac¸o˜es do grupo de Lorentz agem na representac¸a˜o complexa da a´lgebra de Clifford do
espac¸o-tempo.
No cap´ıtulo 2 fazemos um resumo da geometria diferencial relevante para o nosso
trabalho: variedades diferencia´veis, campos vetoriais e tensores. Revemos brevemente a
noc¸a˜o de uma variedade pseudo-Riemanniana, construindo exemplos de tensores me´tri-
cos e suas curvaturas associadas, como o tensor de curvatura de Riemann e a curvatura
escalar. Tambe´m vemos que dada a me´trica nesse de tipo de espac¸o, temos associada
uma u´nica conexa˜o sime´trica e compat´ıvel com a me´trica, a chamada conexa˜o de Levi-
Civita, que fixa a geometria do espac¸o. Focando agora na F´ısica, apresentamos alguns
conceitos da teoria da gravitac¸a˜o de Einstein e deduzimos de forma cuidadosa, a equac¸a˜o
de campo de Einstein partindo da ac¸a˜o de Einstein-Hilbert. Em seguida apresentamos
um caminho evolutivo de teorias de gravitac¸a˜o, abordando as teorias de gravitac¸a˜o
de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK), a qual utiliza uma conexa˜o com torc¸a˜o e
depois apresentamos as teorias chamadas de f(R), que sa˜o generalizac¸o˜es da ac¸a˜o de
Einstein-Hilbert, pois a func¸a˜o f(R) e´ tomada como sendo anal´ıtica. Enfatizamos que,
apesar de uma revisa˜o para estabelecermos as ideias, notac¸a˜o e pre´-requisitos aos cap´ı-
tulos subsequentes, a rede de apresentac¸a˜o e´ original. Os cap´ıtulos 3,4 e apeˆndice sa˜o
originais, sendo o cerne do trabalho de doutorado.
No cap´ıtulo 3, discutimos um pouco mais a teoria f(R) da gravitac¸a˜o, construindo
um modelo de campo fermioˆnico com fundo f(R). Derivamos as equac¸o˜es de movi-
mento para as partes gravitacional e fermioˆnica da teoria, deixando expl´ıcito o fato de
que bilineares covariantes aparecem na equac¸a˜o de movimento fermioˆnica, restringindo
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desse modo o tipo de campo espinorial que pode ser soluc¸a˜o da mesma e ale´m disso,
isso implica condic¸o˜es a serem obedecidas pela me´trica ou sobre o campo de mate´ria.
Mostramos tambe´m a existeˆncia de um campo espinorial singular (um flag-dipole) que
e´ soluc¸a˜o da equac¸a˜o de onda de um campo fermioˆnico sujeito a um fundo f(R), um
resultado original, totalmente ine´dito na literatura.
No capitulo 4 o foco e´ a questa˜o atual muito importante da quebra de simetria
de Lorentz, uma teoria proposta e desenvolvida principalmente por Colladay e Kost-
elecky. Um ponto fundamental na moderna f´ısica, e´ que o espac¸o-tempo e´ uma variedade
diferencia´vel, mas usando argumentos quaˆnticos, tal estrutura na˜o deve se sustentar na
escala de Planck. Como na˜o dispomos de acesso experimental em tal escala, devemos
usar algum me´todo indireto de investigac¸a˜o e uma quebra de simetria de Lorentz (via
dinaˆmica, na Lagrangiana dos modelos) e´ uma possibilidade importante. Investigamos o
comportamento dos bilineares covariantes nesse contexto, exibindo transformac¸o˜es conc-
retas sobre os mesmos. Como resultado original, constru´ımos uma teoria com violac¸a˜o
de Lorentz para um campo eletromagne´tico (e fermioˆnico) sujeito a um fundo f(R) com
torc¸a˜o e, dentro dessa teoria, mostramos que para espinores singulares espec´ıficos, o
acoplamento com a torc¸a˜o e´ menos sens´ıvel, no sentido de que os bilineares covariantes
aparecem explicitamente nos termos de acoplamento, por isso, para espinores singulares,
va´rios termos sa˜o nulos.
O cap´ıtulo final da tese e´ sobre as concluso˜es e desenvolvimentos futuros.
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Chapter 1
Classificac¸a˜o de Lounesto de
espinores
1.1 Introduc¸a˜o aos espinores: caso relativ´ıstico
As refereˆncias ba´sicas para esta sec¸a˜o, sa˜o cla´ssicos da literatura [78, 79, 80, 81, 82].
Neste cap´ıtulo, denotaremos por η a forma bilinear de Minkowski
η(x, y) = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3, (1.1)
onde x = (x0, x1, x2, x3) ∈ R4. Uma simetria ub´ıqua na natureza e´ o grupo de Lorentz
(posteriormente veremos possibilidades de violac¸a˜o da simetria de Lorentz), que visto
de uma forma geome´trica, e´ o conjunto das transformac¸o˜es lineares que preservam a
forma bilinear η, ou seja
η(T (x), T (y)) = η(x, y), ∀x, y ∈ R1,3. (1.2)
Este grupo atua nos eventos, que podem ser identificados com os pontos do espac¸o-
tempo, o espac¸o de Minkowski R1,3. Na f´ısica de part´ıculas elementares, toda a con-
struc¸a˜o parte inicialmente de campos tensoriais (que tem como casos particulares, cam-
pos vetoriais e escalares) e espinoriais. Neste contexto, o grupo de Lorentz age nesses
campos atrave´s de representac¸o˜es adequadas.
Observac¸a˜o 1.1. O grupo de Lorentz geral SO(1, 3) possui quatro componentes conexas,
mas fisicamente, interessa-nos a componente conexa que conteˆm a unidade do grupo e
e´ temporalmente orientada para o futuro, que denotaremos como SO(1, 3)↑+.
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Podemos pensar nas representac¸o˜es lineares de um grupo, de modo mais preciso.
Definic¸a˜o 1.2. Seja G um grupo, e W um espac¸o vetorial de dimensa˜o finita sobre
os reais (ou complexos).Uma representac¸a˜o linear de G e´ um homomorfismo de grupos
π : G→ GL(W ).
Podemos pensar na representac¸a˜o trivial do grupo de Lorentz G = SO(1, 3), ou
seja, a func¸a˜o π que associa cada matriz de G a si mesma. Dispondo disso, temos
imediatamente construc¸o˜es canoˆnicas, que nos fornecem inu´meras representac¸o˜es:
k⊗
π : G → GL
(
k⊗
W
)
g 7→
k⊗
πg :
k⊗
W →
k⊗
W
v1 ⊗ · · · ⊗ vk 7→ πg(v1)⊗ · · · ⊗ πg(vk), (1.3)
k⊕
π : G → GL
(
k⊕
W
)
g 7→
k⊕
πg :
k⊕
W →
k⊕
W
v1 ⊕ · · · ⊕ vk 7→ πg(v1)⊕ · · · ⊕ πg(vk), (1.4)
k∧
π : G → GL
(
k∧
W
)
g 7→
k∧
πg :
k∧
W →
k∧
W
v1 ∧ · · · ∧ vk 7→ πg(v1) ∧ · · · ∧ πg(vk), (1.5)
onde πg = π(g). Estas sa˜o as chamadas representac¸o˜es tensoriais, de soma direta e
de poteˆncia exterior, respectivamente. Caracterizando estas representac¸o˜es, teremos o
ambiente a que os campos f´ısicos pertencem (pensando no grupo de Lorentz). No caso
espec´ıfico dos espinores, estes objetos sera˜o elementos de um espac¸o vetorial no qual o
grupo espinorial age e, no caso relativ´ıstico, o grupo em questa˜o e´ o SL(2,C). Portanto,
os espinores cla´ssicos [6] sera˜o elementos de C4. Ao contra´rio do que se afirma na
literatura, o grupo espinorial (caso relativ´ıstico), o SL(2,C) na˜o e´ uma representac¸a˜o no
sentido usual (como na definic¸a˜o e construc¸o˜es acima). Para vermos isto, vamos calcular
explicitamente os grupos espinoriais na˜o-relativ´ıstico (espinores de Pauli) e relativ´ıstico
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(espinores de Weyl). Construiremos os recobrimentos duplos nos dois casos:
1. SU(2) como o recobrimento duplo de SO(3). A esfera S3 pode ser vista como
sendo os quate´rnios (H) normalizados, ou seja
S3 = {q ∈ H | qq = 1}, (1.6)
sendo q = x0 − x1i − x2j − x3k o conjugado quaternioˆnico, onde i, j, k sa˜o as
unidades quaternioˆnicas. Agora, consideremos a ac¸a˜o de S3 em R4 dada por
ϕq : R
4 → R4
x 7→ qxq. (1.7)
Esta aplicac¸a˜o possui as seguintes propriedades:
(i) R-linearidade,
(ii) Preserva norma e portanto ϕq ∈ SO(4),
(iii) ϕq1q2 = ϕq1ϕq2 ,
(iv) ϕq restrita a R
3 (injetado em R4 via ι(x) = (0, x)), e´ uma aplicac¸a˜o
ϕq
∣∣∣
R3
: R3 → R3. Com isso, segue-se que ϕ : S3 → SO(3).
Finalmente utilizando a aplicac¸a˜o
Ξ : S3 → SU(2)
x 7→
(
x0 + ix1 x2 + ix3
−(x2 − ix3) x0 − ix1
)
, (1.8)
temos que S3 ∼= SU(2) e, portanto, segue-se que a aplicac¸a˜o ϕ : S3 → SO(3) e´ um
homomorfismo de grupos com nu´cleo kerϕ = {I,−I} ∼= Z2 e um recobrimento
duplo. Da´ı conclu´ımos que a seta funcional correta e´ ao contra´rio do que se
entende por uma representac¸a˜o de grupo (na verdade, SO(3) representa SU(2)!)
e so´ temos um isomorfismo passando ao quociente.
2. SL(2,C) como o recobrimento duplo SO(1, 3) (o grupo de Lorentz). Primeiro
consideremos a aplicac¸a˜o
ϕ : R1,3 → Herm(2)
x 7→ xµσµ, (1.9)
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onde Herm(2) = {T ∈ M2(C) |T † = T} e σµ sa˜o as matrizes de Pauli. Esta
aplicac¸a˜o possui as seguintes propriedades:
(A) detϕ(x) = η(x, x), ou seja, a aplicac¸a˜o preserva a norma de Minkowski,
(B) ϕ e´ uma bijec¸a˜o R-linear entre estes espac¸os.
Agora, por definic¸a˜o, um elemento A de SL(2,C) e´ uma transformac¸a˜o linear
de C2, com detA = 1. Vamos considerar uma ac¸a˜o Θ : SL(2,C) × Herm(2) →
Herm(2) dada por
Θ : SL(2,C)×Herm(2) → Herm(2)
(A,T ) 7→ ATA†, (1.10)
como R1,3 ∼= Herm(2) temos uma aplicac¸a˜o π : SL(2,C) → SO(1, 3). Esta
aplicac¸a˜o esta´ bem definida, e´ um homomorfismo de grupos e um recobrimento
duplo.
Enta˜o, no sentido acima, o grupo SL(2,C) representa o grupo de Lorentz e o espac¸o
que carrega sua representac¸a˜o fundamental (a trivial), no caso W = C2 e´ um espac¸o de
espinores, os chamados espinores de Weyl pertencentes a` representac¸a˜o com quiralidade
negativa D(
1
2
,0). Este ponto de vista, e´ reforc¸ado por va´rios fatores, como por exemplo,
o fato de que perdemos representac¸o˜es se na˜o usarmos o recobrimento duplo do grupo
de Lorentz. E agora, usando a representac¸a˜o fundamental, vamos apresentar de forma
construtiva todas as representac¸o˜es irredut´ıveis (com quiralidade negativa) para o grupo
SL(2,C), que encapsulam todos os campos fermioˆnicos de spin j (inteiro ou semi-inteiro
em D(
1
2
,0)). Para isso, consideremos [83] o conjunto Cm[(z1, z2)] que consiste de todos
os polinoˆmios nas varia´veis z1, z2 que sa˜o homogeˆneos de grau m. Este espac¸o vetorial
e´ isomorfo ao espac¸o vetorial da m-e´sima poteˆncia sime´trica Sm(C2). Caracterizamos
C
m[(z1, z2)] usando uma base
C
m[(z1, z2)] = spanLin{zm−k1 zk2 , k = 0, 1, . . . ,m}. (1.11)
Portanto temos que dimCC
m[(z1, z2)] = m + 1. Denotemos por z = (z1, z2) ∈
C
2. Enta˜o, podemos induzir uma sequeˆncia infinita de representac¸o˜es de SL(2,C) do
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seguinte modo:
Πm : SL(2,C) → GL(Sm(C2))
A 7→ Πm(A) : Sm(C2)→ Sm(C2)
p(z) 7→ p(A−1z) (1.12)
Um elemento de p ∈ Cm[z] tem a forma p(z) =∑mk=0 akzm−k1 zk2 e tomando-se um
A ∈ SL(2,C) dado explicitamente por
A =
(
a11 a12
a21 a22
)
, (1.13)
temos que D(
1
2
,0) A−1 =
(
a22 −a12
−a21 a11
)
. Com isso, temos que a representac¸a˜o toma a
seguinte forma:
Πm(p)(z) =
m∑
k=0
ak(a22z1 − a12z2)m−k(−a21z1 + a11z2)k. (1.14)
O polinoˆmio acima tambe´m e´ homogeˆneo de grau m e, portanto, a func¸a˜o esta´ bem
definida (pois leva polinoˆmios homogeˆneos em polinoˆmios homogeˆneos). E´ imediato que
a definic¸a˜o adotada e´ um homomorfismo de grupos. Ale´m da representac¸a˜o trivial, o
grupo SL(2,C) possui outra representac¸a˜o [84], na˜o equivalente a` fundamental, dada
por
π : SL(2,C) → GL(C2)
A 7→ (A†)−1. (1.15)
Neste caso, os espinores associados, sa˜o os chamados de espinores de Weyl per-
tencentes a` representac¸a˜o com quiralidade positiva D(0,
1
2
). Repetindo o procedimento
acima, temos uma nova se´rie infinita de representac¸o˜es irredut´ıveis.
1.2 A classificac¸a˜o de espinores
Dentro do aˆmbito da mate´ria fermioˆnica, desde Dirac usamos os chamados campos
espinoriais na descric¸a˜o cinema´tica e dinaˆmica da mesma. Em termos de classificac¸a˜o,
primeiro Eugene Wigner [85] classificou as part´ıculas poss´ıveis de serem encontradas na
natureza atrave´s da caracterizac¸a˜o de todas as representac¸o˜es irredut´ıveis do grupo de
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Poincare´. Depois Dirac (em 1928) introduz os bilineares covariantes que encapsulam a
f´ısica contida num campo espinorial. Finalmente, Pertti Lounesto, utilizando-se de a´l-
gebras de Clifford deu uma contribuic¸a˜o fundamental: no livro [2], Lounesto caracteriza
os bilineares covariantes em termos dessa a´lgebra, mostrando que os campos espinoriais
se dividem em seis classes. E´ o que apresentaremos agora.
Seja A uma a´lgebra associativa e W um espac¸o vetorial, uma representac¸a˜o π de A
e´ um homomorfismo de a´lgebras π : A→ End(W ).
Dirac definiu uma equac¸a˜o de evoluc¸a˜o relativ´ıstica (em primeira quantizac¸a˜o) para
o ele´tron
(D −m)ψ = 0, (1.16)
onde ψ e´ um espinor coluna de C4 (uma func¸a˜o diferencia´vel ψ : R4 → C4, identificada
com uma matriz coluna) e D e´ um operador diferencial1
D = iγµ∂µ, (1.17)
cujo quadrado e´ o Laplaciano ∆ do espac¸o de Minkowski (o d’Alembertiano no caso),
recuperando a equac¸a˜o de Klein-Gordon2 D2 = ∆ = ∇2.
As matrizes γµ, µ = 0, 1, 2, 3, por causa dessa condic¸a˜o, obedecem as seguintes
relac¸o˜es
γ20 = I, γ
2
1 = γ
2
2 = γ
2
3 = −I,
γµγν + γνγµ = 0, µ 6= ν.
As equac¸o˜es acima sa˜o as relac¸o˜es fundamentais numa a´lgebra de Clifford e as
matrizes γµ sa˜o uma representac¸a˜o das mesmas: a chamada representac¸a˜o de Dirac,
que e´ dada por:
γ0 =
(
I 0
0 −I
)
γk =
(
0 −σk
σk 0
)
, k = 1, 2, 3 ,
onde as σk sa˜o as matrizes de Pauli.
1Daqui para frente usaremos ∂µ =
∂
∂xµ
.
2Para espac¸os curvos, temos o teorema de Lichnerowicz: D2 = ∆+ R
4
, onde R e´ a curvatura escalar
do espac¸o [86, 87].
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1.3 Os bilineares covariantes
Originalmente, os bilineares covariantes foram tomados por Dirac como observa´veis
exclusivamente para o ele´tron 3.
Dado um espinor ψ e as matrizes de Dirac no espac¸o-tempo de Minkowski, onde
γ5 = −iγ0γ1γ2γ3, os bilineares covariantes sa˜o dados por [2, 3, 4]
σ = ψ¯ψ,
Jµ = ψ¯γµψ,
Sµν = iψ¯γµνψ,
Kµ = ψ¯γ5γµψ,
ω = ψ¯γ5ψ,
onde ψ¯ = ψ†γ0 e γµν = i2 [γµ, γν ].
Estas grandezas sa˜o ditas serem covariantes por serem preservadas pelo grupo de
Lorentz. Vamos discutir o significado dos bilineares covariantes (va´lido apenas para o
caso da teoria do ele´tron de Dirac):
(I) (σ = ψ¯ψ)
A quantidade σ e´ proporcional ao termo de massa na Lagrangiana de Dirac.
(II) (Jµ = ψ¯γµψ)
J0 = ψ
†ψ, integrada sobre um domı´nio do tipo espac¸o, fornece a probabili-
dade de se encontrar o ele´tron naquele domı´nio. As quantidades Jk = ψ†γ0γkψ
(k = 1, 2, 3) fornecem a densidade de corrente de probabilidade e J = Jµγ
µ.
(III) (Sµν = iψ¯γµνψ)
Os Sµν denotam as componentes de um tensor que descreve a densidade de mo-
mento angular intr´ınseco e S = Sµνγ
µν .
(IV) (Kµ = ψ¯γ5γµψ)
O campo vetorial Kµ descreve a direc¸a˜o do spin do ele´tron, mas se trata de
uma caracterizac¸a˜o que depende do referencial e se enfocamos part´ıcula ou an-
tipart´ıcula. Temos aqui a corrente quiral.
(V) (ω = ψ¯γ5ψ)
Esta u´ltima quantidade serve para sondar violac¸o˜es de paridade.
3Isso foi feito no trabalho[1].
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Estas quantidades classificam o espinor no seguinte sentido: temos duas classes
principais, de espinores singulares e na˜o-singulares. Os espinores singulares ocorrem
quando ω = σ = 0. No caso dos na˜o-singulares, temos que os campos S e K sa˜o na˜o
nulos simultaneamente. A classificac¸a˜o e´ resumida na seguinte forma [2]:
1) σ 6= 0, ω 6= 0 4) σ = 0 = ω, S 6= 0, K 6= 0,
2) σ 6= 0, ω = 0 5) σ = 0 = ω, S 6= 0, K = 0,
3) σ = 0, ω 6= 0 6) σ = 0 = ω, S = 0, K 6= 0.
Os tipos 1, 2 e 3 sa˜o chamados de campos espinoriais regulares, os espinores do
tipo-(4) sa˜o os flag-dipole, o tipo-(5) sa˜o os flagpole e o 6 sa˜o os dipole.
Os exemplos cla´ssicos de espinores, no aˆmbito da classificac¸a˜o, sa˜o identificados
como: espinores de Majorana sa˜o do tipo-(5), espinores de Weyl sa˜o do tipo-(6) e
os espinores Elko sa˜o do tipo-(5). A ideia ba´sica do nosso trabalho e´ o de classificar
espinores em va´rios contextos e quando poss´ıvel, ir ale´m do n´ıvel cinema´tico, mostrando
como o tipo espinorial (segundo Lounesto) influencia na dinaˆmica.
O cap´ıtulo 3 do nosso trabalho, ira´ usar detalhes mais espec´ıficos de duas classes
de espinores na classificac¸a˜o de Lounesto, por isso as duas pro´ximas sec¸o˜es tratam das
mesmas.
1.3.1 A´lgebras de Clifford e campos espinoriais de tipo-(4) e tipo-(5)
Seja V um espac¸o vetorial n dimensional real e Λ(V ) =
⊕n
k=0Λ
k(V ) o espac¸o
dos multivetores sobre V , onde Λk(V ) denota o espac¸o vetorial das k-formas. Para
definir a reversa˜o, dado τ, ψ, ξ ∈ Λ(V ), a contrac¸a˜o a esquerda e´ definida implicitamente
por η(τyψ, ξ) = η(ψ, τ˜ ∧ ξ). O produto de Clifford entre v ∈ V e ψ e´ fornecido por
vψ = v ∧ ψ + vyψ. Dada a me´trica η, o par (Λ(V ), η) munido do produto de Clifford
e´ a a´lgebra de Clifford L1,3 de R1,3. Todos os campos espinoriais sa˜o definidos numa
variedade que e´ localmente um espac¸o-tempo de Minkowski (M,η, D˚, τη, ↑) no que se
segue, onde M e´ uma variedade, D˚ denota a conexa˜o de Levi-Civita associada a η,
M e´ orientada pelo 4-volume τη e orientada temporalmente por ↑. Ale´m disso, {eµ} e´
uma sec¸a˜o do fibrado de referenciais PSOe1,3(M). O conjunto {eµ} e´ o referencial dual:
eµ(eν) = δ
µ
ν e denotamos eµν = eµeν e eµνρ = eµeνeρ.
Para um entendimento melhor da estrutura dos campos espinoriais do tipo-(4) e seus
casos limite tipo-(5), analisaremos a forma mais geral desses tipos de espinores.
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1.3.2 Campos espinoriais do tipo-(4)
Seja um campo espinorial ψ : R1.3 → C4, dado por ψ(x) = (f(x), g(x), ζ(x), ξ(x)).
Nosso objetivo e´ caracterizar o mais geral campo espinorial ψ flag-dipole do tipo-(4)
(para aplicac¸o˜es, ver [5, 13]), a condic¸a˜o σ = 0 = ω resulta em ζf∗ + ξg∗ = 0. No que
segue, estamos utilizando a representac¸a˜o de Weyl. Temos que analisar as possibilidades
indicadas por esta equac¸a˜o. Se f = 0 = g ou ζ = 0 = ξ, isto implica um campo
espinorial do tipo-(6), com S = 0 e portanto esta possibilidade deve ser descartada aqui.
Permanecem as condic¸o˜es: ou ζ = 0 = ξ, f = 0 = g, ou nenhuma das componentes pode
ser nula. Neste u´ltimo caso, podemos isolar uma parte delas, por exemplo f = gζξ
∗
‖ζ‖2 .
Ale´m disso, a condic¸a˜o K 6= 0 induz as seguintes possibilidades:
1. Se ζ = 0 = g, enta˜o K1 = K2 = 0, e K0 6= 0 6= K3 ⇒ ‖f‖2 6= ‖ξ‖2;
2. Se f = 0 = ξ, isto implica a K1 = K2 = 0, e K0 6= 0 6= K3 ⇒ ‖g‖2 6= ‖ζ‖2;
3. Se todas as componentes sa˜o na˜o-nulas, K1 6= 0 6= K2 ⇒ ‖g‖2 6= ‖ζ‖2.
No terceiro caso, se ‖g‖2 = ‖ζ‖2, portanto K = 0. Ale´m disso, ainda no terceiro
caso, ‖g‖2 6= ‖ζ‖2 ⇔ ‖f‖2 6= ‖ξ‖2. Portanto, os poss´ıveis campos espinoriais (indepen-
dentes, inequivalentes) do tipo-(4) sa˜o:
ψ
(4)
= (f, 0, 0, ξ)⊺ , ‖f‖2 6= ‖ξ‖2 , ou
ψ
(4)
= (0, g, ζ, 0)⊺ , ‖g‖2 6= ‖ζ‖2 , ou
ψ
(4)
=
(
gζξ∗
‖ζ‖2 , g, ζ, ξ
)⊺
, ‖g‖2 6= ‖ζ‖2 . (1.18)
Se alguma desigualdade associada a um destes espinores acima na˜o vale, verifica-se
imediatamente como sendo um espinor de tipo-(5), o qual sera´ analisado no que segue
[5, 13].
1.3.3 Campos espinoriais do tipo-(5)
Comec¸amos observando como as condic¸o˜es dos bilineares covariantes associados a
um campo espinorial do tipo-(5) implicam as seguintes condic¸o˜es sobre as componentes
do campo espinorial
σ = ψψ = 0 = −ψγ0123ψ = ω ⇒ ζf∗ + ξg∗ = 0, (1.19)
K1 = ψiγ0123γ1ψ = 0 = ψγ5γ2ψ = K2 ⇒ gf∗ + ξζ∗ = 0, (1.20)
K0 = ψiγ0123γ0ψ = 0 = ψγ5γ3ψ = K3 ⇒ ‖f‖2 = ‖ξ‖2 e ‖g‖2 = ‖ζ‖2. (1.21)
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A equac¸a˜o (1.21) pode ser obtida de (1.19) e (1.20), as quais sa˜o essenciais para
caracterizar campos espinoriais do tipo-(5). Neste sentido, uma equac¸a˜o candidata
para descrever a dinaˆmica destes campos espinoriais gerais deve manter (1.19) e (1.20)
invariantes. Essas equac¸o˜es implicam
f = −ξ∗(ζ + g)(ζ∗ + g∗)−1 = −ξ∗
(
ζ + g
‖ζ + g‖
)2
(1.22)
e tomando tanϕ1 = −i ζ+g−(ζ+g)
∗
ζ+g+(ζ+g)∗ , podemos escrever f = −ξ∗e2iϕ1 e g = −ζ∗e2iϕ2 , onde
ϕ1 e ϕ2 sa˜o relacionados por
4
tanϕ2 = −iξ(1 + e
−2iϕ1)− [ξ(1 + e−2iϕ1)]∗
ξ(1− e−2iϕ1) + [ξ(1− e−2iϕ1)]∗ = − cotϕ1.
Contudo, tanϕ2 = − cotϕ1 ⇒ ϕ2 = ϕ1 + (2k + 1)pi2 e enta˜o
e2iϕ2 = e2iϕ1ei(2k+1)pi = −e2iϕ1 , para todo k ∈ {0, 1, 2, . . .}.
Portanto, um espinor geral do tipo-(5) pode ser representado por
ψ
(5)
=
(−ξ∗e2iϕ1 , ζ∗e2iϕ1 , ζ, ξ)⊺ . (1.23)
Escrevendo ψ
(5)
= (χ2, χ1)
⊺, e´ imediato realizar que χ2 = −iσ2χ∗1e2iϕ1 = σ2χ∗1ei(2ϕ1−
pi
2
).
Tomando ϕ ≡ 2ϕ1 − pi2 , uma forma mais compacta de (1.23) e´
ψ
(5)
=
(
eiϕσ2χ
∗
1 , χ1
)⊺
. (1.24)
Agindo agora o operador de conjugac¸a˜o de carga [88, 89], com iΘ = σ2, o mesmo
fornece
Cψ
(5)
= µψ
(5)
, para C =
(
O iΘ
−iΘ O
)K e µ = −eiϕ.
Aqui K conjuga as componentes espinoriais. Portanto os autovalores tomam valores
na esfera S1. Quando estes autovalores sa˜o reais e χ1, χ2 sa˜o autoestados de helicidade
duais, campos espinoriais Elko sa˜o obtidos. Os campos espinoriais flagpole do tipo-(5)
teˆm um papel proeminente na derivac¸a˜o de todas as Lagrangianas para a gravidade a
partir de uma para supergravidade, sa˜o estabelecidas em [90] e sa˜o fibrac¸o˜es de Hopf
[20, 21, 91]. Por ser um tipo de campo espinorial pouco conhecido, faremos uma breve
revisa˜o sobre os espinores Elko.
4Quando ϕ1 6= npi, isto e´, ζ + g na˜o e´ real.
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1.3.3.1 Espinores Elko
Campos espinoriais Elko [23, 33, 88, 89, 92, 93, 94, 95, 96] λ(pµ) sa˜o autoespinores
do operador de conjugac¸a˜o de carga C, dado por,
Cλ(pµ) = ±λ(pµ)
(aqui o espac¸o dos momentos e´ usado apenas para fixar a notac¸a˜o). A representac¸a˜o de
Weyl de γµ e´ usada de agora em diante. Os sinais +(−) indicam campos espinoriais auto-
conjugados (anti auto-conjugados), denotados por λS(pµ) [λA(pµ)]. Explicitamente,
assim que os espinores no referencial de repouso λ(kµ) sa˜o obtidos, para um pµ arbitra´rio
o mesmo fornece
λ(pµ) = eiκ·ϕλ(kµ), (1.25)
onde kµ =
(
m, limp→0 pp
)
, para p = |p|. O operador de boost e´ fornecido por
eiκ·ϕ =
√
E +m
2m
diag
(
I+
σ · p
E +m
, I− σ · p
E +m
)
.
Os φ±(kµ) sa˜o definidos como sendo auto-espinores do operador de helicidade σ · pˆ:
σ · pˆφ±(kµ) = ±φ±(kµ),
onde pˆ = p|p| = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ), e as fases utilizadas sa˜o tais que
φ+(kµ) =
√
m
(
cos
(
θ
2
)
e−iφ/2
sin
(
θ
2
)
e+iφ/2
)
, (1.26)
φ−(kµ) =
√
m
(
− sin ( θ2) e−iφ/2
cos
(
θ
2
)
e+iφ/2
)
. (1.27)
Campos espinoriais Elko λ(kµ) sa˜o definidos por
λS±(k
µ) =
(
iΘ [φ±(kµ)]∗
φ±(kµ)
)
, (1.28)
λA±(k
µ) = ±
(
−iΘ [φ∓(kµ)]∗
φ∓(kµ)
)
, (1.29)
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onde Θ denota o operador de reversa˜o temporal de Wigner para spin 1/2. A notac¸a˜o
φ±(kµ) = φ± sera´ usada por uma questa˜o de simplicidade. A expressa˜o
σ · pˆ [Θ(φ±)∗] = ∓[Θ(φ±)∗]
indica que a helicidade de Θ[φ(kµ)]∗ como sendo oposta a de φ(kµ) e, portanto
λS±(p
µ) =
√
E +m
2m
(
1∓ p
E +m
)
λS±, (1.30)
λA±(p
µ) =
√
E +m
2m
(
1± p
E +m
)
λA±, (1.31)
sa˜o os coeficientes de expansa˜o de um campo quaˆntico de dimensa˜o de massa um [92].
Para mostrarmos isso, usaremos as func¸o˜es λSα(p
µ) e λAα (p
µ) como coeficientes de
expansa˜o de um campo quaˆntico
f(x) :=
∫
d3p
(2π)3
1
2
√
mE(p)
∑
α
[
aα(p)λ
S
α(p) exp(−ipµxµ) + b†α(p)λAα (p) exp(ipµxµ)
]
.(1.32)
Os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o satisfazem a estat´ıstica de Fermi{
aα(p), a
†
α′(p
′)
}
= (2π)3 δ3
(
p− p′) δαα′ (1.33a){
aα(p), aα′(p
′)
}
= 0,
{
a†α(p), a
†
α′(p
′)
}
= 0, (1.33b)
com anti-comutadores similares para bα(p) e b
†
α(p). Para calcular a dimensa˜o de massa
de f(x), definimos o adjunto
¬
f (x) :=
∫
d3p
(2π)3
1
2
√
mE(p)
∑
α
[
a†α(p)
¬
λ
S
α(p) exp(ipµx
µ) + bα(p)
¬
λ
A
α (p) exp(−ipµxµ)
]
.
(1.34)
A dimensa˜o de massa desse novo campo e´ determinada pelo propagador de corre-
spondente. Usando as definic¸o˜es anteriores de f(x) e seu adjunto
¬
f (x), ale´m das somas
de spins, obtemos
SFD(x
′ − x) = i
∫
d4p
(2π)4
e−ip
µ(x′µ−xµ)
[
I4
pµpµ −m2 + iǫ
]
, (1.35)
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com ǫ = 0+. Como consequeˆncia, temos que a dimensa˜o de massa do campo f(x) e´ igual
a 1
Df = 1, (1.36)
e na˜o 3/2, como no caso do campo de Dirac.
De fato, o operador de Dirac (γµp
µ±mI4) na˜o aniquila λ(pµ) e o seguinte resultado
vale:
γµp
µλS+(p
µ) = imλS−(p
µ), (1.37)
γµp
µλS−(p
µ) = −imλS+(pµ), (1.38)
γµp
µλA−(p
µ) = imλA+(p
µ), (1.39)
γµp
µλA+(p
µ) = −imλA−(pµ). (1.40)
Mesmo assim, ainda implica a aniquilac¸a˜o do Elko pelo operador de Klein-Gordon.
Existem resultados e quantidades importantes sobre espinores, que apresentaremos
agora.
1.3.4 Identidades de Fierz e bumerangues
1.3.4.1 Identidades de Fierz
Identidades de Fierz sa˜o v´ınculos que os bilineares covariantes (associados a um
espinor ψ) devem satisfazer [2]
J2 = JµJµ = σ
2 + ω2, J2 = −K2,
J ·K = JµKµ = 0, J ∧K = −(ω + σγ0123)S,
onde γ5 = iγ0123. Estas identidades sa˜o importantes pois permitem reconstruir o espinor
a partir de seus bilineares covariantes pelo algoritmo de Takahashi [3].
Consideremos a grandeza multivetorial
Z = σ + J+ iS+ iKγ0123 + ωγ0123.
Tome um espinor η tal que M4(C) ∋ η†γ0ψ 6= 0, enta˜o ψ e Zη, sa˜o proporcionais
(diferindo por uma fase). A igualdade entre os dois espinores decorre do chamado
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teorema de Takahashi [3], via as seguintes expresso˜es
N =
1
2
√
η†γ0Zη,
e−iα =
1
N
η†γ0ψ,
ψ =
1
4N
e−iαZη. (1.41)
Para caracterizar um pouco mais o teorema de Takahashi, precisamos do conceito
de bumerangue.
1.3.4.2 Bumerangues
Definic¸a˜o 1.3. Sejam os multivetores σ,J,S,K, ω que satisfazem as identidades de
Fierz, enta˜o o seu agregado Z = σ+ J+ iS+ iKγ0123 +ωγ0123 e´ chamado um agregado
de Fierz.
Definic¸a˜o 1.4. Um multivetor Z = σ + J+ iS+ iKγ0123 + ωγ0123 que e´ auto-adjunto
Z = γ0Z†γ0, (1.42)
e´ chamado de bumerangue se suas componentes σ,J,S,K, ω sa˜o bilineares covariantes
para algum espinor ψ.
1.3.4.3 Transformac¸o˜es de Fierz
As transformac¸o˜es de Fierz [80] fornecem uma caracterizac¸a˜o de como o grupo
de Lorentz SO(1, 3) age na representac¸a˜o complexa da a´lgebra de Clifford do espac¸o-
tempo, a A = Cl1,3 ⊗ C ∼= M(4,C). Operacionalmente, as transformac¸o˜es de Fierz
sa˜o consideradas tomando-se trac¸os para se calcular a decomposic¸a˜o de um produto de
bilineares covariantes numa soma de bilineares covariantes, via um rearranjo da ordem
dos mesmos. Isso envolve a escolha de uma base B = {B1, . . . , B16} e a respectiva
dual B′, mas um ponto fundamental que em geral na˜o e´ abordado na apresentac¸a˜o da
transformac¸a˜o de Fierz, e´ que a base dual B′ sa˜o funcionais trac¸o parametrizados por
matrizes. Para ficar mais claro, consideremos a a´lgebra M(n,C) com a base {Eij},
as matrizes Eij possuem entrada igual a 1 em ij e igual a 0 no resto. Essas matrizes
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obedecem a` lei de multiplicac¸a˜o EijEkl = δjkEil. Agora sejam os funcionais lineares
ϕij : M(n,C) → C
X 7→ Tr(XEij). (1.43)
E´ imediato que ϕji(Eij) = 1 e que ϕji se anula nos outros elementos da base {Eij}.
Com isso temos que os funcionais ϕij constituem a base dual a` {Eij}.
Voltando para a a´lgebra A = M(4,C), temos que dada M ∈ A, a mesma pode ser
decomposta como
M = Tr(MBi)B
i = Tr(MBi)Bi, (1.44)
agora, tomemos espinores u e v e formemos a matriz M = uv¯. A expansa˜o da mesma e´
dada por
M = uv¯ = Tr(uv¯Bi)B
i = (v¯Biu)B
i = (v¯Biu)Bi. (1.45)
A equac¸a˜o (1.45) e´ central na transformac¸a˜o de Fierz, pois reverte a ordem dos
espinores u e v¯. Como aplicac¸a˜o, seja u(n) como sendo urn(pn) ou v
rn(pn) (os espinores
polarizados usuais). Consideremos agora a expressa˜o (M,N) e sua versa˜o flipped (re-
vertida) (M,N)f dadas por
(M,N) = u¯(4)Mu(2)u¯(3)Nu(1),
(M,N)f = u¯(4)Mu(1)u¯(3)Nu(2). (1.46)
Transformando o produto (M,N) usando (1.45), obtemos:
(M,N) = u¯(4)Mu(2)u¯(3)Nu(1)
= = u¯(4)M(u¯(3)Bku(2))B
kNu(1)
= (u¯(4)MBkNu(1))(u¯(3)Bku(2))
= (MBkN,Bk)
f . (1.47)
Se tomarmos M = Bi e N = Bj e se decompormos Bk e B
iBkBj em termos da
base B, enta˜o temos que (Bi, Bj) e´ uma combinac¸a˜o linear dos (Br, Bs). A matriz
256× 256 de coeficientes resultante chamaremos de matriz de Fierz para a base B.
Como aplicac¸a˜o da transformac¸a˜o de Fierz, consideremos a base de M(4,C) (com
31
CHAPTER 1. CLASSIFICAC¸A˜O DE LOUNESTO DE ESPINORES
sua dual) formada pelas matrizes Γ:
BΓ =
{
I, γµ, σµν , γ5γµ.γ5
}
,
B′Γ =
{
1
4
I,
1
4
γµ,
1
4
σµν ,
1
4
γµγ5,
1
4
γ5
}
. (1.48)
A ac¸a˜o de SO(1, 3) na a´lgebra M(4,C) e´ dada por
Λ.M = D¯(Λ)MD(Λ),
D¯(Λ)γµD(Λ) = Λµνγ
µ,
D¯(Λ)γ5D(Λ) = γ5, (1.49)
de (1.49) conclu´ımos que BΓ e´ uma base de tensores e a ac¸a˜o de SO(1, 3) em M(4,C)
se decompo˜e numa soma direta de cinco ac¸o˜es:
((
0,
1
2
)
⊕
(
1
2
, 0
))2
=
I︷ ︸︸ ︷
(0, 0)⊕
γµ︷ ︸︸ ︷(
1
2
,
1
2
)
⊕
σµνPL︷ ︸︸ ︷
(1, 0)⊕
σµνPR︷ ︸︸ ︷
(0, 1) ⊕
γ5γµ︷ ︸︸ ︷(
1
2
,
1
2
)
⊕
γ5︷ ︸︸ ︷
(0, 0), (1.50)
onde PL e PR sa˜o os operadores de quiralidade. Estas sa˜o as caracterizac¸o˜es de
σ,S,J,K, ω como representac¸o˜es irredut´ıveis de SO(1, 3), onde respectivamente, as-
sociamos representac¸o˜es irredut´ıveis com os bilineares covariantes.
(0, 0)↔ σ, ω (1.51)(
1
2
,
1
2
)
↔ J,K (1.52)
(1, 0) ⊕ (0, 1)↔ S (1.53)
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Chapter 2
Geometria e gravitac¸a˜o: um
prelu´dio
2.1 Introduc¸a˜o
A teoria da gravitac¸a˜o de Einstein e´ a mais simples no sentido de usar a conexa˜o
de Levi-Civita da variedade espac¸o-tempo adotada e por usar uma ac¸a˜o que depende
linearmente da curvatura escalar. Mas na˜o temos, em termos de primeiros princ´ıpios,
nada que nos pro´ıba utilizar uma ac¸a˜o mais complexa, ou que obrigatoriamente temos
que nos restringir a` conexa˜o de Levi-Civita (sime´trica e compat´ıvel com a me´trica).
Neste modelo, adotamos uma conexa˜o geral, com torc¸a˜o, o que nos fornece mais graus
de liberdade na teoria (para incluir o spin da mate´ria por exemplo) e uma ac¸a˜o munida
de uma func¸a˜o da curvatura escalar. Em tal cena´rio, adicionamos um campo fermioˆnico
(espinorial) e provamos que a equac¸a˜o de movimento do mesmo, depende de bilineares
covariantes, restringindo o tipo de campo espinorial admiss´ıvel. Finalmente exibimos
uma soluc¸a˜o de tal equac¸a˜o que e´ um tipo de espinor na˜o encontrado previamente na
literatura.
2.2 Variedades diferencia´veis
Precisamos de uma estrutura geome´trica fundamental subjacente para as teorias
f´ısicas, o conceito de variedade diferencia´vel [97].
Definic¸a˜o 2.1. Uma variedade diferencia´vel de dimensa˜o n, e´ um espac¸o topolo´gico M
que obedece aos seguintes axiomas:
(i) M e´ um espac¸o topolo´gico de Hausdorff com base de abertos enumera´vel,
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(ii) Para todo ponto p ∈M , existe um aberto p ∈ V ⊆M e um homeomorfismo local
ϕ : V → Rn. O par (V, ϕ) e´ a chamada carta local ou sistema de coordenadas
local, e n e´ a dimensa˜o da variedade (a mesma para qualquer carta local),
(iii) Sejam (V, ϕ) e (W,ψ) cartas locais, com p ∈ V ∩W 6= ∅, a func¸a˜o mudanc¸a de
coordenadas ψ◦ϕ−1 : ϕ(V ∩W )→ ψ(V ∩W ) e´ suave (infinitamente diferencia´vel),
(iv) Seja F(M) = {(V ϕ) | e´ carta local deM} um conjunto de cartas locais para M
(um atlas para M). Devemos ter:
M =
⋃
V ∈F(M)
V,
ou seja, os domı´nios dos sistemas de coordenadas devem cobrir o espac¸o.
2.2.1 Exemplos:
1. M = Rn e ϕ = idRn : R
n → Rn. F(M) = {(Rn, ϕ)} e´ um atlas para M .
2. M = Sn = {x ∈ Rn+1 | ∑n+1j=1 x2j = 1}, a esfera n-dimensional usual. Sejam os
subconjuntos de M dados por P± = Sn \ {0, . . . , 0,±1}, e as func¸o˜es
ϕ± : P± → Rn
x 7→
n∑
j=1
xj
1∓ xn+1 ej ,
O conjunto F(M) = {(P±, ϕ±)} e´ um atlas para Sn.
2.3 Campos de vetores
Para generalizar o conceito de campo vetorial no caso do Rn, vamos usar o modelo
de derivac¸a˜o.
Definic¸a˜o 2.2. Seja M uma variedade suave, um campo vetorial X e´ um func¸a˜o R-
linear X : C∞(M) → C∞(M) que obedece ao seguinte axioma (regra de Leibniz para
uma derivac¸a˜o) :
X(fg) = X(f)g + fX(g).
O conjunto de todos os campos vetoriais sobre uma variedade M sera´ denotado por
X(M). Para mostrarmos que o conjunto X(M) sempre possui elementos (ale´m do campo
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nulo), sa˜o necessa´rios me´todos sofisticados de topologia diferencial, mas localmente
sempre temos campos vetoriais.
Definic¸a˜o 2.3. Seja M uma variedade suave e (V, ϕ) uma carta local. O i-e´simo campo
coordenado Xi associado a i-e´sima coordenada xi e´ definido como:
Xi(f) =
∂f
∂xi
:=
∂(f ◦ ϕ−1)
∂ei
,
onde ei e´ o i-e´simo vetor da base canoˆnica do R
n. Para o que segue, denotaremos
∂i =
∂
∂xi
. E´ simples mostrar que os ∂i formam um base local para os campos vetoriais
da variedade.
2.3.1 Exemplos
1. Para M = Rn temos ∂i =
∂
∂ei
.
2. Consideremos M = C = R2, ou seja, os nu´meros complexos como uma R-a´lgebra.
Definimos os campos globais, como sendo:
X1(z) = ze1 = (a, b)(1, 0) = (a, b) = z,
X2(z) = ze2 = (a, b)(0, 1) = (−b, a) = iz.
Uma interpretac¸a˜o geome´trica para o campo X2 e´ que se restringirmos o mesmo
a` esfera S1, este e´ um campo tangente a mesma.
Para encerrar esta sec¸a˜o, precisamos do conceito de tensores do ponto de vista
moderno. A definic¸a˜o que segue e´ para um campo tensorial covariante de ordem r e
contravariante de ordem s.
Definic¸a˜o 2.4. Seja M uma variedade suave, um tensor T r-vezes covariante e s-vezes
contravariante e´ uma func¸a˜o r+s-linear em relac¸a˜o ao anel A = C∞(M).
T :
r vezes︷ ︸︸ ︷
X(M)×X(M)∗︸ ︷︷ ︸
s vezes
→ C∞(M). (2.1)
Vamos denotar o espac¸o dos tensores do tipo (r,s) por ⊗rsTM . Vendo os tensores
como func¸o˜es a valores no anel A = C∞(M), podemos somar tensores e multiplicar
tensores por func¸o˜es escalares (e nu´meros reais). Uma operac¸a˜o fundamental no ca´lculo
tensorial, e´ a chamada contrac¸a˜o, que mapeia tensores do tipo (r,s), em tensores do tipo
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(r - 1, s - 1). Usando o caso de um tensor T ∈ ⊗11TM , basta estender a seguinte aplicac¸a˜o
canoˆnica:
C :
⊗1
1 TM → C∞(M)
ω ⊗X 7→ ω(X). (2.2)
Em coordenadas locais, a contrac¸a˜o toma a seguinte forma C(ω ⊗X) = ωiXi.
2.4 Geometrias relacionadas
2.4.1 Conexa˜o de Koszul
De modo informal, uma conexa˜o ∇ numa variedade M e´ uma estrutura que nos
permite derivar campos (vetoriais, tensoriais, formas diferenciais e demais objetos ge-
ome´tricos) do mesmo modo que derivamos func¸o˜es usuais (func¸o˜es de n varia´veis reais).
Existem va´rios modelos equivalentes de conexa˜o numa variedade, mas usaremos o mod-
elo alge´brico de Koszul [98].
Definic¸a˜o 2.5. Dada uma variedade suave M , uma conexa˜o sob M e´ uma func¸a˜o
R-linear ∇ : X(M)× X(M)→ X(M) que obedece os seguintes axiomas:
1. ∇fXY = f∇XY, ∀X,Y ∈ X(M),∀f ∈ C∞(M)
2. ∇XfY = X(f)Y + f∇XY. ∀X,Y ∈ X(M),∀f ∈ C∞(M)
3. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ, ∀X,Y,Z ∈ X(M)
4. ∇X+Y Z = ∇XZ +∇Y Z, ∀X,Y,Z ∈ X(M)
Observac¸a˜o 2.6. A definic¸a˜o anterior independe de coordenadas locais. Pore´m, muitas
vezes, realizamos ca´lculos usando coordenadas. Para isso, precisamos de uma caracter-
izac¸a˜o local da conexa˜o. De fato, e´ poss´ıvel provar que (em termos de coordenadas), a
conexa˜o depende localmente apenas do campo vetorial usado.
Definic¸a˜o 2.7. Dada uma carta local (V, ϕ) de M , definimos os s´ımbolos de Christoffel
(as componentes da conexa˜o) como:
∇∂i∂j = Γkij∂k .
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2.4.2 Geometria pseudo-Riemanniana
Uma variedade pseudo-Riemanniana [99] e´ a generalizac¸a˜o natural dos trabalhos
cla´ssicos de Gauss para a teoria das superf´ıcies em R3. O objeto geome´trico fundamental
e´ o tensor me´trico, no sentido de que todas as quantidades geome´tricas do sistema sa˜o
derivadas do mesmo. Em termos mais precisos, temos:
Definic¸a˜o 2.8. Uma variedade pseudo-Riemanniana e´ um par (M,g), onde M e´ uma
variedade suave de dimensa˜o n e g e´ um tensor (o tensor me´trico) de assinatura (p,q)
covariante de segunda ordem, sime´trico e na˜o degenerado (det |g(x)| 6= 0,∀x ∈M).
Exemplos
1. Consideremos M = Rn e g dado por g =
∑n
i=1 dx
2
i . O par (M,g) e´ uma variedade
Riemanniana, veremos posteriormente que tal espac¸o possui curvatura escalar
nula.
2. Tomemos M = H2 = {(x, y) ∈ R2 | y > 0} e g = dx2+dy2
y2
. O par (M,g) e´
um modelo bidimensional para a geometria de Lobatchevsky (um dos modelos de
Poincare´). A curvatura escalar deste espac¸o e´ constante e igual a −1.
Munindo uma variedade de uma me´trica pseudo-Riemanniana g, temos canonica-
mente associada, uma conexa˜o, a chamada conexa˜o de Levi-Civita [100, 101].
Teorema 2.9. Dada uma variedade pseudo-Riemanniana (M,g), existe uma u´nica
conexa˜o ∇ que e´ compat´ıvel com a me´trica e possui torc¸a˜o nula (veremos mais adi-
ante o conceito de torc¸a˜o de uma conexa˜o), ou seja:
(C1) Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ), ∀X,Y,Z ∈ X(M),
(C2) ∇XY −∇YX = [X,Y ], X, Y ∈ X(M).
Em termos teo´ricos e pra´ticos, um recurso importante e´ que o tensor me´trico fornece
uma dualizac¸a˜o entre o espac¸o dos campos vetoriais X(M) e o seu dual X(M)∗ (as
chamadas 1-formas diferenciais de grau 1). Em termos mais precisos, consideremos a
aplicac¸a˜o (um exemplo de correlac¸a˜o [6, 102])
τ : X(M) → X(M)∗ =
1∧
TM
X 7→ τ(X) : X(M)→ C∞(M)
Y 7→ g(X,Y ). (2.3)
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Esta aplicac¸a˜o emula o subir e abaixar ı´ndices, que em coordenadas locais e´ dado
por ai = gija
j . Realizando uma extensa˜o imediata, obtemos uma aplicac¸a˜o
τ :
r⊗
s
TM →
r+1⊗
s−1
TM.
2.4.3 O tensor de curvatura de Riemann
De posse de uma me´trica g, o passo natural e´ definirmos tensores para avaliar os
mais diversos tipos de curvatura. Comec¸amos com o tensor de curvatura de Riemann.
Definic¸a˜o 2.10. Seja (M,g) uma variedade pseudo-Riemanniana, o tensor de cur-
vatura de Riemann e´ uma func¸a˜o R : X(M)3 → X(M), dada por:
R(X,Y,Z) = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z .
Um ca´lculo imediato mostra que a func¸a˜o acima e´ 3-linear em relac¸a˜o a a´lgebra
A = C∞(M), sendo portanto, um tensor (treˆs vezes covariante e uma vez contravari-
ante).
Observac¸a˜o 2.11. Em coordenadas locais, o tensor de curvatura tem a seguinte forma:
Rl ijk∂l = R(∂i, ∂j , ∂k) = ∇∂i∇∂j∂k −∇∂j∇∂i∂k −
=0︷ ︸︸ ︷
∇[∂i,∂j ]∂k
= ∇∂iΓrjk∂r −∇∂jΓrik∂r
= ∂i(Γ
r
jk)∂r + Γ
r
jk∇∂i∂r − ∂j(Γrik)∂r − Γrik∇∂j∂r
= ∂i(Γ
r
jk)∂r + Γ
r
jkΓ
t
ir∂t − ∂j(Γrik)∂r − ΓrikΓtjr∂t
=
{
∂i(Γ
r
jk)− ∂j(Γlik) + ΓrjkΓlir − ΓrikΓljr
}
∂l
∴ Rl ijk = ∂i(Γ
l
jk)− ∂j(Γlik) + ΓrjkΓlir − ΓrikΓljr
O tensor de curvatura de Riemann e´ muito intrincado e por isso foram definidos
va´rios tensores de curvatura a partir do mesmo, tais como o tensor de curvatura sec-
cional, o tensor de Ricci e a curvatura escalar.
Definic¸a˜o 2.12. Seja (M,g) uma variedade pseudo-Riemanniana, e ∇ a conexa˜o de
Levi-Civita associada. Define-se o tensor de curvatura de Ricci como sendo o tensor:
Ric(∂i, ∂j) = Rij = R
k
ikj. (2.4)
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Ou seja, o tensor de Ricci e´ a contrac¸a˜o do segundo ı´ndice covariante, com o ı´ndice
contravariante.
Passemos agora a` curvatura escalar R. Como o tensor de Ricci Ric ∈ ⊗02 TM ,
dualizamos o mesmo e depois contra´ımos, ou seja
R = Rii.
Ate´ chegarmos ao resultado do nosso artigo [5], se faz necessa´ria a apresentac¸a˜o
de uma sequeˆncia evolutiva de teorias de gravitac¸a˜o. Em todas as teorias de gravi-
tac¸a˜o que apresentaremos, problemas importantes devem ser abordados [73]: na cos-
mologia, a dinaˆmica da mesma deve estar correta, o comportamento sob perturbac¸o˜es
gravitacionais deve ser o correto e as teorias devem gerar perturbac¸o˜es cosmolo´gicas
compat´ıveis com os v´ınculos do fundo de micro-ondas co´smico, com estruturas de larga
escala, a nu´cleo-s´ıntese do Big Bang e ondas gravitacionais [73, 103].
2.5 Teorias de Gravitac¸a˜o
2.5.1 Gravitac¸a˜o de Einstein
Como aplicac¸a˜o imediata da maquinaria alge´brico-geome´trica apresentada, passe-
mos a uma ana´lise da equac¸a˜o de Einstein. Podemos conceber o lado esquerdo da
equac¸a˜o do campo gravitacional, como sendo o tensor de segunda ordem mais simples
que satisfaz os seguintes requisitos:
1. O limite de campo fraco da teoria deve resultar na gravitac¸a˜o Newtoniana (uma
equac¸a˜o do tipo Poisson),
2. A lei da conservac¸a˜o da energia deve ser respeitada,
3. O tensor procurado precisa ser sime´trico.
Apo´s va´rias tentativas, Einstein chegou a versa˜o final da sua equac¸a˜o de campo 1
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR =
8πG
c4
Tµν , (2.5)
onde G e´ a constante gravitacional e c e´ a velocidade da luz no va´cuo. Esta equac¸a˜o
iguala um objeto puramente geome´trico (o tensor Gµν) a outro objeto de conteu´do
1Uma abordagem rigorosa sobre os v´ınculos corretos que devem ser satisfeitos por qualquer teoria
(numa variedade de dimensa˜o 4), que pretenda fornecer uma apresentac¸a˜o dual das equac¸o˜es do campo
gravitacional para uma teoria de Riemann-Cartan geral foi desenvolvida na Ref. [104].
39
CHAPTER 2. GEOMETRIA E GRAVITAC¸A˜O: UM PRELU´DIO
f´ısico, o tensor de energia-momento Tµν . Esta equac¸a˜o esta´ dizendo que a presenc¸a da
mate´ria-energia numa regia˜o do espac¸o-tempo (representada pelo tensor Tµν), gera uma
curvatura no mesmo. Esta curvatura, na˜o e´ uma deformac¸a˜o morfolo´gica do espac¸o-
tempo, mas sim uma associac¸a˜o de curvaturas que sa˜o sentidas de forma universal
via a equac¸a˜o das geode´sicas (como o campo gravitacional afeta a mate´ria-energia).
Em termos mais estruturais, esta equac¸a˜o de movimento pode ser derivada da ac¸a˜o de
Hilbert-Einstein (com fonte)
S =
∫ (
1
2κ
R+ Lm(gµν , ψ)
)√−g d4x,
onde Lm(gµν , ψ) e´ a Lagrangiana da mate´ria ψ denota de forma gene´rica os campos da
mate´ria definidos sob esse fundo e κ = 8piG
c4
. Devemos ressaltar a estrutura do ambi-
ente geome´trico: a conexa˜o adotada e´ a de Levi-Civita e, portanto, todas as grandezas
geome´tricas envolvidas sa˜o func¸o˜es do tensor me´trico gµν , que e´ a varia´vel dinaˆmica do
sistema. A equac¸a˜o de Einstein que consideramos, na˜o possui um termo correspondente
a` constante cosmolo´gica, originalmente adicionada por Einstein, por acreditar num Uni-
verso esta´tico. Passemos agora a` construc¸a˜o detalhada da equac¸a˜o de movimento [105].
A variac¸a˜o (a derivada funcional) em relac¸a˜o ao tensor me´trico gµν deve ser igual a
zero.
δS =
∫ [
1
2κ
δ(
√−gR)
δgµν
+
δ(
√−gLm)
δgµν
]
δgµνd4x
=
∫ [
1
2κ
(
δR
δgµν
+
R√−g
δ
√−g
δgµν
)
+
1√−g
δ(
√−gLm)
δgµν
]
δgµν
√−g d4x = 0,
e como a variac¸a˜o δgµν e´ arbitra´ria, segue a equac¸a˜o de movimento para o tensor me´trico
gµν :
δR
δgµν
+
R√−g
δ
√−g
δgµν
= −2κ 1√−g
δ(
√−gLm)
δgµν
,
onde
Tµν = − 1√−g
δ(
√−gLm)
δgµν
= −2δLm
δgµν
− 2 1√−g
δ
√−g
δgµν
Lm,
e´ o tensor de energia-momento da fonte. Para continuarmos com a construc¸a˜o da
equac¸a˜o de movimento, precisamos determinar a variac¸a˜o da curvatura escalar δR.
Primeiro, vamos calcular a variac¸a˜o do tensor de curvatura de Riemann, δRρσµν :
δRρσµν = ∂µδΓ
ρ
νσ − ∂νδΓρµσ + δΓρµλΓλνσ + ΓρµλδΓλνσ − δΓρνλΓλµσ − ΓρνλδΓλµσ . (2.6)
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Como δΓρνµ e´ a diferenc¸a entre duas conexo˜es, podemos calcular a derivada covari-
ante do mesmo:
∇µ(δΓρνσ) = ∂µ(δΓρνσ) + ΓραµδΓανσ − ΓανµδΓρασ − ΓασµδΓρνα.
∇ν(δΓρµσ) = ∂ν(δΓρµσ) + ΓρανδΓαµσ − ΓανµδΓρασ − ΓασνδΓρµα. (2.7)
Com isso temos que:
δRρσµν = ∇µ(δΓρνσ)−∇ν(δΓρµσ). (2.8)
O pro´ximo passo, e´ calcular a variac¸a˜o do tensor de curvatura de Ricci:
δRµν = δR
ρ
µρν = ∇ρ(δΓρνµ)−∇ν(δΓρρµ). (2.9)
A curvatura escalar e´ dada por R = Rµνg
µν , isso implica
δR = Rµνδg
µν + gµνδRµν
= Rµνδg
µν +∇σ
(
gµνδΓσνµ − gµσδΓρρµ
)︸ ︷︷ ︸
∇σgµν=0
.
Agora ∇σV σ toma a seguinte forma:
∇σ
V σ︷ ︸︸ ︷(
gµνδΓσνµ − gµσδΓρρµ
)√−g = ∂σ (√−gV σ) ,
um termo que levado na ac¸a˜o, resulta num termo de fronteira. Portanto:
δR
δgµν
= Rµν .
Ainda precisamos calcular 1√−g
δ
√−g
δgµν . Temos que
δg = δ det(gµν) = g g
µνδgµν .
Esta igualdade segue da fo´rmula de Jacobi para a derivada do determinante de uma
matriz ddet(T ) = tr(adj(T ) dT ) [106]. Utilizando este resultado, temos que:
δ
√−g = − 1
2
√−g δg =
1
2
√−g(gµνδgµν) = −1
2
√−g(gµνδgµν) ,
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a u´ltima passagem decorre do seguinte:
gµβgβν = δ
µ
ν ,
gβνδg
µβ + gµβδgβν = 0,
gβνδg
µβ = −gµβδgβν ,
gναgβνδg
µβ = −gναgµβδgβν ,
δαβ δg
µβ = −gναgµβδgβν ,
δgµα = −gναgµβδgβν ,
δgµν = −gµαδgαβgβν .
Finalmente conclu´ımos que:
1√−g
δ
√−g
δgµν
= −1
2
gµν .
Antes de apresentarmos a pro´xima teoria de gravitac¸a˜o, vamos resumir as ideias da
aplicac¸a˜o das teorias de gravitac¸a˜o no estudo do Universo em larga escala (cosmologia).
2.5.2 Cosmologia FLRW
Para criarmos um modelo do Universo em larga escala [107], abstra´ımos a imensa
quantidade de objetos co´smicos existentes, modelamos a mate´ria como sendo um fluido
caracterizado por uma pressa˜o p e uma quadrivelocidade u. O acroˆnimo FLRW de-
nota o modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, que consiste num Universo
isotro´pico e em expansa˜o, munido de uma me´trica do tipo Robertson-Walker. Nesta
sec¸a˜o apresentamos os rudimentos de cosmologia [108, 103, 109].
2.5.2.1 Introduc¸a˜o
A teoria da gravitac¸a˜o de Einstein (e modelos subsequentes) tem um papel fun-
damental na descric¸a˜o do Universo em larga escala. Muito do sistema conceitual da
cosmologia atual foi criado ao longo do se´culo XX depois do surgimento da teoria da
gravitac¸a˜o, tendo hoje um forte inter-relacionamento com a realidade observacional, re-
sultando numa descric¸a˜o bem estabelecida do Universo. Ale´m disso, as descobertas na
cosmologia teˆm impactado a f´ısica fundamental: existe uma forte evideˆncia da existeˆncia
de part´ıculas ale´m das previstas pelo modelo padra˜o, a assim chamada mate´ria escura
e uma energia exo´tica e quase homogeˆnea chamada de energia escura [73]. O candidato
mais simples para esta energia desconhecida e´ um termo cosmolo´gico nas equac¸o˜es de
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campo de Einstein. Independentemente do que seja esta densidade de energia exo´tica, a
densidade de energia pertencente a constante cosmolo´gica na˜o e´ maior que a densidade
cr´ıtica cosmolo´gica, sendo portanto extremamente pequena para os padro˜es da f´ısica de
part´ıculas. Trata-se de algo pouco compreendido, pois espera-se que todos os tipos de
energias do va´cuo contribuam para uma constante cosmolo´gica efetiva. Por exemplo,
de flutuac¸o˜es quaˆnticas em campos conhecidos ate´ a escala eletrofraca, contribuic¸o˜es
sa˜o esperadas como sendo 50 ordens de magnitude maiores que a densidade observada
da energia escura [108]. Os modelos cosmolo´gicos de Friedmann-Lemaitre sa˜o notavel-
mente simples matematicamente, pois sa˜o altamente sime´tricos e as me´tricas adotadas
sa˜o produtos na˜o fatoriza´veis.
2.5.2.2 Espac¸os-tempo FLRW
Apo´s esforc¸os observacionais que demandaram de´cadas, hoje existe uma boa ev-
ideˆncia de que em largas escalas o Universo e´ homogeˆneo e isotro´pico. A contribuic¸a˜o
mais fundamental que corrobora tal afirmac¸a˜o sa˜o os dados sobre isotropia coletados
pelo CMB (radiac¸a˜o co´smica de fundo) [110, 111, 112] e amostras sobre o desvio para
o vermelho de gala´xias. A distribuic¸a˜o de gala´xias ate´ uma distaˆncia de 4 bilho˜es de
anos-luz mostra que existem aglomerados gigantes e longos filamentos, mas o mapea-
mento tambe´m mostra que na˜o ha´ estruturas maiores.
Obtemos um Universo do tipo FLRW postulando que para cada observador, se
movendo ao longo de uma curva integral de um quadrivetor u, o Universo se parece
espacialmente isotro´pico. De forma mais precisa, fazemos:
Definic¸a˜o 2.13. Um espac¸o-tempo de Friedmann (M,g) e´ um produto na˜o fatoriza´vel
da forma M = I ×Σ, onde I ⊆ R e a me´trica g e´ da seguinte forma:
g = −dt2 + a2(t)h, (2.10)
onde (Σ, h) e´ uma variedade Riemanniana (com dimensa˜o 3) de curvatura escalar con-
stante k = 0,±1. O tempo t e´ o tempo co´smico, e a(t) e´ fator de escala.
Ao inve´s de t, frequentemente usaremos o tempo conforme η, definido por dη = dta(t) .
O campo de velocidades e´ perpendicular a`s fatias de tempo co´smico constante u = ∂∂t .
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2.5.2.3 Espac¸os de curvatura constante
Para o espac¸o (Σ, h) de curvatura constante, a curvatura e´ dada por:
R(3)(X,Y,Z) = k{h(Z, Y )X − h(Z,X)Y }, (2.11)
que em coordenadas locais fica
R
(3)
ijkl = k(hikhjl − hilhjk). (2.12)
Portanto, o tensor de Ricci e a curvatura escalar sa˜o
R(3) = 2khjl, R
(3) = 6k. (2.13)
As 2-formas de curvatura sa˜o obtidas de (2.12) relativas a um co-referencial {θi}:
Ω3ij =
1
2
R
(3)
ijklθ
k ∧ θl = kθi ∧ θj, (2.14)
com θi = hikθ
k. Como realizac¸o˜es destes espac¸os, temos S3(k = 1), R3(k = 0) e
H
3(k = −1).
2.5.2.4 Curvatura de espac¸os-tempo FLRW
Seja {θ¯i} co-referencial ortonormal em (Σ, h). Nesta variedade Riemanniana, as
grandezas geome´tricas sa˜o indicadas por barras e a primeira equac¸a˜o de estrutura de
Cartan tem a seguinte forma:
dθ¯i + ω¯ij ∧ θ¯j = 0. (2.15)
Sobre (M,g) definimos o seguinte co-referencial ortonormal
θ0 = dt, θi = a(t)θ¯i. (2.16)
Da primeira equac¸a˜o de estrutura (2.15) obtemos
dθ0 = 0, dθi = da(t) ∧ θ¯i + a(t)dθ¯i = a˙
a
θ0 ∧ θi − aω¯ij ∧ θ¯j. (2.17)
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Comparando estas u´ltimas expresso˜es com a primeira equac¸a˜o de estrutura do espac¸o-
tempo FLRW, segue-se
ωi0 ∧ θi = 0, ωi0 ∧ θ0 + ωij ∧ θj =
a˙
a
θi ∧ θ0 + aω¯ij ∧ θ¯j, (2.18)
isso implica
ω0i =
a˙
a
θi, ω¯ij = ω
i
j. (2.19)
As linhas-mundo de observadores co-mo´veis sa˜o curvas integrais do campo de quadri-
velocidade u = ∂t, os quais sa˜o geode´sicas. De fato, seja o referencial mo´vel {eµ} dual
a (2.16). Como e0 = u e usando as equac¸o˜es (2.19), segue-se
∇uu = ∇e0e0 = ωλ0 (e0)eλ = ωi0(e0)ei = 0. (2.20)
2.5.2.5 Equac¸o˜es de Einstein para espac¸os-tempo FLRW
Levando as formas de conexa˜o (2.19) na segunda equac¸a˜o de estrutura, obtemos as
2-formas de curvatura Ωµν de (M,g)
Ω0i =
a¨
a
θ0 ∧ θi, Ωij =
k + a˙2
a2
θi ∧ θj, (2.21)
que nos fornece as seguintes componentes do tensor de Einstein (em relac¸a˜o ao co-
referencial (2.16)):
G00 = 3
(
a˙2
a2
+
k
a2
)
, (2.22)
G11 = G22 = G33 = −2 a¨
a
− a˙
2
a2
− k
a2
, (2.23)
Gµν = 0 (µ 6= ν). (2.24)
Para satisfazer as equac¸o˜es de campo (2.22), o tensor de energia momento deve ter
a forma de um fluido perfeito:
T µν = (ρ+ p)uµuν + pgµν , (2.25)
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onde u e´ o campo de velocidades.
Isso implica as equac¸o˜es de campo (com constante cosmolo´gica) serem dadas por:
3
(
a˙2
a2
+
k
a2
)
= 8πGρ+ Λ, (2.26)
−2 a¨
a
− a˙
2
a2
− k
a2
= 8πGp − Λ. (2.27)
Devemos frisar que estamos no contexto de um espac¸o-tempo de Einstein-de Sit-
ter. Agora devemos verificar a conservac¸a˜o do tensor de energia-momento. Para a
conservac¸a˜o da energia, usamos a seguinte relac¸a˜o
∇uρ = −(p+ ρ)∇ · u . (2.28)
Sendo ∇ · u a taxa de expansa˜o dada por
∇.u = ωλ0(eλ)u0 = ωi0(ei), (2.29)
portanto, usando as equac¸o˜es (2.20), temos
∇.u = 3 a˙
a
. (2.30)
A equac¸a˜o (2.28) toma a seguinte forma
ρ˙+ 3
a˙
a
(ρ+ p) = 0. (2.31)
Esta u´ltima equac¸a˜o na˜o deve ser considerada uma lei de conservac¸a˜o de energia,
porque pelo princ´ıpio da equivaleˆncia da relatividade geral, temos que na˜o ha´ uma lei
de conservac¸a˜o local, mas a mesma e´ u´til em ana´lises sobre entropia [108].
Agora supondo uma dada equac¸a˜o de estado p = p(ρ), podemos transformar a
equac¸a˜o (2.31) do seguinte modo
d
da
(ρa3) = −3pa2, (2.32)
para determinar ρ como uma func¸a˜o de a. Como exemplos, temos:
1. Para radiac¸a˜o (part´ıculas sem massa), temos p = ρ3 e portanto temos ρ ∝ a−4.
2. Para poeira (p = 0) obtemos ρ ∝ a−3.
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Com isso temos que a equac¸a˜o de Friedmann (2.26) determina a evoluc¸a˜o temporal
de a(t). Para obtermos a equac¸a˜o da acelerac¸a˜o da expansa˜o, multiplicamos por 3 a
segunda equac¸a˜o em (2.26) e somamos com a primeira, obtendo
a¨ = −4πG
3
(ρ+ 3p)a+
Λa
3
. (2.33)
Esta equac¸a˜o mostra que se ρ + 3p > 0, o primeiro termo em (2.33) e´ de desacel-
erac¸a˜o, enquanto que uma constante cosmolo´gica positiva e´ um termo repulsivo. Para
apreciarmos melhor o que acabamos de dizer, vamos escrever a equac¸a˜o de campo na
seguinte forma:
Gµν = 8πG(Tµν + T
Λ
µν), (2.34)
onde TΛµν = − Λ8piGgµν . Este termo corresponde a contribuic¸a˜o de va´cuo do tensor de
energia-momento de um fluido ideal, com densidade de energia ρΛ =
Λ
8piG e pressa˜o
pΛ = −ρΛ. Portanto, temos que ρΛ + 3pΛ = −2ρΛ < 0.
2.5.2.6 Desvio para o vermelho
Como um resultado da expansa˜o do Universo, a luz de fontes distantes parece
deslocada para o vermelho. A quantidade do deslocamento para o vermelho pode ser
expressa em termos do fator de escala a(t). Consideremos duas curvas integrais do
campo de velocidades me´dio u, com uma descrevendo a linha de mundo de uma fonte
co-mo´vel e a outra de um observador num telesco´pio (ver figura em [108], cap´ıtulo 10,
pa´gina 554). Como a luz esta´ se propagando ao longo de geode´sicas nulas, conclu´ımos
de (2.10) que ao longo do raio de luz dt = a(t)dσ, onde dσ e´ o elemento de arco no
espac¸o 3−dimensional (Σ, h) de curvatura constante k = 0,±1. Portanto, a integral do
lado esquerdo da equac¸a˜o abaixo
∫ to
te
dt
a(t)
=
∫ observador
fonte
dσ, (2.35)
entre o tempo de emissa˜o te e o tempo de chegada no observador to, e´ independente
de te e to. Portanto, se considerarmos um segundo raio de luz que e´ emitido no tempo
te +∆te e e´ recebido no tempo to +∆to, obtemos da equac¸a˜o acima que∫ to+∆to
te+∆te
dt
a(t)
=
∫ to
te
dt
a(t)
. (2.36)
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Para ∆te pequeno obtemos
∆to
a(to)
=
∆te
a(te)
. (2.37)
As frequeˆncias observadas e emitidas νo e νe respectivamente, sa˜o portanto rela-
cionadas de acordo com
νo
νe
=
∆te
∆to
=
a(te)
a(to)
. (2.38)
O paraˆmetro de desvio para o vermelho z e´ definido por
z =
νe − νo
νo
, (2.39)
e dado pela equac¸a˜o
1 + z =
a(to)
a(te)
. (2.40)
Podemos expressar esta u´ltima relac¸a˜o como νa = constante ao longo de uma
geode´sica nula.
2.5.3 Teoria de gravitac¸a˜o ECSK (Einstein-Cartan-Sciama-Kibble)
Na teoria da gravitac¸a˜o de Einstein, a fonte de curvatura e´ a mate´ria-energia
encapsulada no tensor de energia-momento. Mas a mate´ria tambe´m possui um grau de
liberdade intr´ınseco que e´ o spin e isso foi levado em conta por Cartan [113]. Esse grau
de liberdade foi implementado considerando-se os seguintes ingredientes no modelo:
o espac¸o-tempo M possui um tensor me´trico g, a conexa˜o adotada ∇ e´ compat´ıvel
com a me´trica Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(X,∇XZ), a conexa˜o possui torc¸a˜o na˜o-nula
T (X,Y ) = ∇XY − ∇YX − [X,Y ], as varia´veis dinaˆmicas sa˜o o tensor me´trico g e a
torc¸a˜o T , a ac¸a˜o adotada e´ formalmente a mesma da teoria de Einstein.
Manter o tensor me´trico g e´ necessa´rio para podermos construir uma curvatura
escalar R, mas tomando uma conexa˜o com torc¸a˜o na˜o-nula, ampliamos o nu´mero de
graus de liberdade da teoria, e no caso, relacionamos a torc¸a˜o com a densidade de
momento angular intr´ınseco da mate´ria (o spin da mate´ria e´ a fonte da torc¸a˜o), o que
na˜o e´ poss´ıvel na teoria da gravitac¸a˜o de Einstein. Como temos agora duas varia´veis
dinaˆmicas, temos duas variac¸o˜es na ac¸a˜o:
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(1) Variac¸a˜o em relac¸a˜o ao tensor me´trico gµν
Rµν − 1
2
gµνR = κTµν .
Apesar desta equac¸a˜o ser formalmente ideˆntica a` equac¸a˜o cla´ssica de Einstein, o
tensor de Ricci Rµν na˜o e´ mais sime´trico, pois a conexa˜o possui torc¸a˜o na˜o-nula e
portanto o tensor de energia-momento no caso na˜o e´ sime´trico tambe´m (ale´m do
tensor energia-momento cla´ssico, ha´ um termo adicional que depende do tensor
densidade de spin [114]).
(2) A variac¸a˜o em relac¸a˜o a` torc¸a˜o, fornece a outra equac¸a˜o de movimento
Tµν
σ + gµ
σTνρ
ρ − gνσTµρρ = κsµνσ,
onde sµν
σ e´ o tensor densidade de spin [113]. Note que temos uma equac¸a˜o
puramente alge´brica para a torc¸a˜o (a torc¸a˜o na˜o se propaga), mas isso depende
do modelo considerado, ha´ situac¸o˜es onde a torc¸a˜o e´ dinaˆmica [52]. Ale´m disso, se
considerarmos uma Lagrangiana da mate´ria composta de um campo fermioˆnico,
chegamos numa teoria de gravitac¸a˜o que elimina a singularidade inicial (big-bang)
[114].
2.5.4 Teoria de gravitac¸a˜o f(R)
Desde o in´ıcio da relatividade geral, surgiram iniciativas para ampliar a mesma
[115, 116], a motivac¸a˜o no caso foi o de obter um melhor entendimento da teoria, sem
nenhuma exigeˆncia experimental para isso, que surgiram de´cadas depois. Por volta
do in´ıcio da de´cada de 60, a comunidade de gravitac¸a˜o foi percebendo que uma ac¸a˜o
gravitacional mais intrincada era u´til. Por exemplo, a relatividade geral na˜o e´ renor-
maliza´vel o que impede uma quantizac¸a˜o convencional, mas em 1962, Utiyama e De
Witt mostraram que renormalizac¸a˜o em 1-loop exige que na ac¸a˜o de Hilbert-Einstein
sejam adicionados termos de curvatura de ordem superior [117]. Resultados bem mais
contemporaˆneos, por exemplo, via quantizac¸a˜o semi-cla´ssica da gravitac¸a˜o, mostram
que a ac¸a˜o gravitacional efetiva em baixas energias exibe naturalmente invariantes de
curvatura de ordem superior [118, 119, 120]. Mas a importaˆncia de tais termos na ac¸a˜o
foi considerada como sendo restrita a regimes de gravidade forte, sendo suprimidos por
acoplamentos pequenos, como esperado numa teoria efetiva. Deste modo, correc¸o˜es a
gravitac¸a˜o de Einstein foram consideradas importantes apenas em escalas pro´ximas a`s
de Planck. Ou seja, no Universo inicial ou pro´ximo a uma singularidade de um buraco
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negro [121].
Na u´ltima de´cada, surgiram novas evideˆncias astrof´ısicas e cosmolo´gicas, revelando
um quadro inesperado do Universo. O CMB e o exame de supernovas sugerem que a
energia do Universo se compo˜e do seguinte modo: 4% de mate´ria barioˆnica, 20% de
mate´ria escura e 76% de energia escura [122, 123, 124, 125]. Por mate´ria escura se
entende uma forma desconhecida de mate´ria, que possui a propriedade de se aglomerar
como a mate´ria usual (mas so´ interage gravitacionalmente), energia escura e´ uma forma
desconhecida de energia que na˜o foi detectada experimentalmente de forma direta e que
na˜o se aglomera como a mate´ria usual. Usando as va´rias condic¸o˜es (desigualdades) de
energia [126], podemos distinguir a mate´ria escura da energia escura: a mate´ria usual e
a mate´ria escura satisfazem a condic¸a˜o de energia forte, enquanto que a energia escura
na˜o a satisfaz. Ale´m disso, a energia escura se assemelha muito a uma constante cos-
molo´gica. Como atualmente a energia escura domina sobre a mate´ria dos dois tipos, a
expansa˜o do Universo parece ser de uma forma acelerada, ao contra´rio do que se acred-
itava anteriormente.
Observac¸o˜es adicionais mostram que a mate´ria escura surge na˜o apenas em dados
cosmolo´gicos, mas tambe´m em observac¸o˜es astrof´ısicas: o problema da massa faltante
medindo-se a curva de rotac¸a˜o de gala´xias [127, 128, 129, 130, 131, 132]. Tudo isso
nos leva a admitir que a nossa visa˜o atual observacional da evoluc¸a˜o e do conteu´do
de mate´ria/energia do Universo e´ surpreendente e obviamente deve ser explicada. O
modelo mais simples que se adapta aos dados experimentais e´ chamado modelo ΛCDM
(Λ-Mate´ria Escura Fria), suplementado por um cena´rio inflaciona´rio, onde um campo
escalar (o inflaton) e´ usado. Por ser um modelo ad hoc, na˜o explica a natureza da
mate´ria escura e nem a origem do inflaton. Outro problema tambe´m na˜o explicado por
este modelo e´ o da magnitude da constante cosmolo´gica: o valor da mesma e´ extrema-
mente pequeno para ser atribu´ıdo a` energia de va´cuo dos campos da mate´ria [133, 134].
Passando para a questa˜o da evoluc¸a˜o cosmolo´gica: a mesma motivou o interesse
recente na gravidade f(R) para explicar a acelerac¸a˜o co´smica atual sem utilizarmos
a hipo´tese da energia escura. Nesse sentido, uma teoria f(R) precisa obedecer aos
seguintes crite´rios: possuir a dinaˆmica cosmolo´gica correta, exibir o comportamento
correto de perturbac¸o˜es gravitacionais e gerar perturbac¸o˜es cosmolo´gicas compat´ıveis
com v´ınculos cosmolo´gicos da radiac¸a˜o co´smica de fundo (e estrutura de larga escala,
nucleoss´ıntese e ondas gravitacionais) [73].
Na cosmologia, a identificac¸a˜o do nosso Universo com um espac¸o-tempo do tipo
FLRW e´ amplamente baseada no alto grau de isotropia medida no fundo de micro-
ondas co´smico. Esta identificac¸a˜o depende de um resultado matema´tico conhecido como
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teorema de Ehlers-Geren-Sachs (EGS) [135], uma caracterizac¸a˜o cinema´tica de espac¸os-
tempo FLRW. Este teorema afirma que se uma congrueˆncia de observadores em queda
livre do tipo tempo veem um campo de radiac¸a˜o isotro´pico, enta˜o o espac¸o-tempo e´
espacialmente homogeˆneo e isotro´pico e portanto, um espac¸o-tempo do tipo FLRW.
Tal resultado se aplica a um Universo preenchido com qualquer fluido perfeito que e´
geode´sico e barotro´pico [136]. Modificando a teoria via uma ac¸a˜o f(R), gostar´ıamos
que o teorema EGS continuasse va´lido, de fato, isso foi demonstrado em [137].
Outro aspecto e´ nas chamadas eras cosmolo´gicas. O interesse recente em teorias
f(R) se deve a` necessidade de explicar a acelerac¸a˜o atual do Universo descoberta com
supernovas do tipo Ia [138, 139]. Numa gravidade do tipo f(R) pode haver acelerac¸a˜o
co´smica e uma equac¸a˜o de estado efetiva. Por outro lado, para f(R) = R2, temos
cena´rios do Universo inicial deste tipo, em paralelo com o uso de campos escalares para
conduzir a inflac¸a˜o inicial ou acelerac¸a˜o posterior dos modelos de quintesseˆncia, ale´m de
tentativas de unificar a inflac¸a˜o inicial e acelerac¸a˜o posterior em gravidade modificada
[140, 141, 142]. Mas em qualquer tentativa de modelar a acelerac¸a˜o do Universo em
tempos tardios, o modelo criado deve seguir os modelos cosmolo´gicos padra˜o que exigem
uma sequeˆncia de eras bem definidas: inflac¸a˜o inicial, uma era de radiac¸a˜o durante a
qual ocorre a nucleoss´ıntese, uma era da mate´ria, a e´poca da acelerac¸a˜o presente e uma
era futura.
2.5.4.1 A ac¸a˜o f(R)
Um outro modo de se generalizar a teoria da gravitac¸a˜o de Einstein (ale´m da teoria
ECSK), e´ mantendo-se a conexa˜o de Levi-Civita (deste modo, a varia´vel dinaˆmica e´ o
tensor me´trico gµν), mas adotando-se uma ac¸a˜o mais geral
S(g) =
∫
(f(R) + Lm(gµν , ψ))
√−g d4x, (2.41)
onde f(R) e´ uma func¸a˜o anal´ıtica da curvatura escalar R. A questa˜o imediata e´ do
porque fazermos esta generalizac¸a˜o. Como motivac¸o˜es, temos: explicar a velocidade
de expansa˜o do Universo, descrever o processo de formac¸a˜o de estruturas no Universo,
explicar a massa faltante no Universo, sem recorrer a`s hipo´teses de existeˆncia de mate´ria
e energia escuras [143, 47].
A equac¸a˜o de movimento, variando a ac¸a˜o em relac¸a˜o ao tensor me´trico gµν e´ dada
por:
f ′(R)Rµν − 1
2
f(R)gµν + [gµν−∇µ∇ν ] f ′(R) = κTµν . (2.42)
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E´ imediato que tomando f(R) = R, reobtemos a equac¸a˜o de campo da gravitac¸a˜o
de Einstein. Vamos agora apresentar uma deduc¸a˜o mais detalhada da equac¸a˜o de movi-
mento (ver (2.5.1) para detalhes adicionais).
Como ja´ vimos, a variac¸a˜o do determinante e´ dada por:
δ
√−g = −1
2
√−ggµνδgµν .
Como a curvatura escalar e´ dada por
R = gµνRµν ,
temos que a variac¸a˜o da mesma em relac¸a˜o ao tensor me´trico gµν e´ dada por:
δR = Rµνδg
µν + gµνδRµν
= Rµνδg
µν + gµν(∇ρδΓρνµ −∇νδΓρρµ), (2.43)
na segunda igualdade, usamos o resultado (2.9):
δRµν = δR
ρ
µρν = ∇ρ(δΓρνµ)−∇ν(δΓρρµ). (2.44)
Agora, como δΓλµν e´ um tensor (por ser a diferenc¸a entre duas conexo˜es), temos que
a mesma e´ dada por:
δΓλµν =
1
2
gλa (∇µδgaν +∇νδgaµ −∇aδgµν) . (2.45)
Substituindo (2.45) em (2.43), isso implica
δR = Rµνδg
µν + gµνδg
µν −∇µ∇νδgµν ,
onde  = gµν∇µ∇ν e´ o Laplaciano da conexa˜o.
Deste modo, a variac¸a˜o da ac¸a˜o δS(g) toma a forma:
δS(g) =
∫
1
2κ
(
δf(R)
√−g + f(R)δ√−g + δ(√−gLm(gµν , ψ))
)
d4x
=
∫
1
2κ
(
f ′(R)δR
√−g − 1
2
√−ggµνδgµνf(R) + δ(
√−gLm(gµν , ψ))
)
d4x
=
∫
1
2κ
√−gf ′(R)(Rµνδgµν + gµνδgµν −∇µ∇νδgµν)− 1
2
gµνδg
µνf(R) +
+ δ(
√−gLm(gµν , ψ))) d4x. (2.46)
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Finalmente, fazendo δS(g) = 0 (para obtermos o extremo da ac¸a˜o):
f ′(R)Rµν − 1
2
f(R)gµν + [gµν−∇µ∇ν ] f ′(R) = κTµν , (2.47)
onde Tµν e´ o tensor de energia-momento dado por:
Tµν = − 2√−g
δ(
√−gLm(gµν , ψ))
δgµν
.
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Gravitac¸a˜o f(R) com torc¸a˜o
Neste cap´ıtulo, mostramos a existeˆncia de um campo espinorial singular (um flag-
dipolo) como soluc¸a˜o de uma equac¸a˜o de evoluc¸a˜o de um campo fermioˆnico sujeita a
um fundo f(R) com torc¸a˜o. Na˜o ha´ na literatura, nenhum resultado desse tipo.
3.1 Teoria de gravitac¸a˜o f(R)-ECSK
Dentro da sequeˆncia de teorias de gravitac¸a˜o que estamos apresentando, esta e´ a
mais completa, pois modificamos a parte gravitacional da ac¸a˜o, a conexa˜o possui torc¸a˜o
[144] e na Lagrangiana da mate´ria usamos campos fermioˆnicos que sa˜o afetados pela
conexa˜o com torc¸a˜o. Descrevemos nossos resultados obtidos em [5], que remetem a
[47, 143].
3.1.1 Gravitac¸a˜o f(R) com torc¸a˜o
A extensa˜o da ac¸a˜o de Hilbert-Einstein em relac¸a˜o a uma func¸a˜o arbitra´ria f(R)
(2.41) e´ atraente, pois e´ a mais geral sempre que restringimos o escalar de Ricci como
a u´nica fonte de informac¸a˜o dinaˆmica. No caso em que ambos me´trica e a torc¸a˜o sa˜o
levadas em conta, a variac¸a˜o em relac¸a˜o a uma me´trica arbitra´ria g e uma conexa˜o Γ
compat´ıvel com g (ou equivalentemente um campo de te´tradas {eµ} e uma conexa˜o de
spin ω) fornecem o enfoque me´trico afim (ou te´trada afim) [145, 146, 147, 148]. A ac¸a˜o
adotada e as equac¸o˜es de campo correspondentes sa˜o dadas por:
S(g) =
∫
(f(R) + Lm(gµν ,Γ, ψ))
√−g d4x (3.1)
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onde
Lm =
[
i
2
(
ψ¯γσDσψ −Dσψ¯γσψ
)−mψ¯ψ] (3.2)
e
T hij =
1
f ′(R)
[
1
2
(
∂f ′(R)
∂xp
+ S qpq
)
ǫ phr ǫ
r
i j + S
h
ij
]
, (3.3a)
Σij = f
′(R)Rij − 1
2
f(R)gij , (3.3b)
onde Rij , ǫijk, e T
h
ij sa˜o as componentes dos tensores de Ricci, Levi-Civita e de torc¸a˜o
respectivamente. Os Σij e S
h
ij denotam as componentes dos tensores de energia-
momento e de densidade espinorial associados aos campos da mate´ria. As leis de con-
servac¸a˜o ffixando
∇iΣij + TiΣij − ΣpiT jpi − 1
2
SstiR
stij = 0, (3.4a)
∇hSijh + ThSijh +Σij − Σji = 0, (3.4b)
seguem das identidades de Bianchi [47, 5]. Nas equac¸o˜es (3.4) os s´ımbolos ∇i e Rijkl
denotam respectivamente a derivada covariante e o tensor de curvatura de Riemann, em
relac¸a˜o a conexa˜o dinaˆmica Γ. Denotando Γi = eiµγ
µ, onde eµi e´ uma te´trada associada
a` me´trica e introduzindo Sµν :=
1
8 [γµ, γν ], as derivadas do campo da mate´ria ψ e seus
adjuntos de Dirac sa˜o denotados por Diψ =
∂ψ
∂xi
+ ω µνi Sµνψ e Diψ¯ =
∂ψ¯
∂xi
− ψ¯ω µνi Sµν ,
onde ω µνi e´ a conexa˜o de spin. Podemos ale´m disso escrever Diψ =
∂ψ
∂xi
− Ωiψ e
Diψ¯ =
∂ψ¯
∂xi
+ ψ¯Ωi onde
Ωi := −1
4
gjh
(
Γ jik − ejµ∂ieµk
)
ΓhΓk, (3.5)
Γ jik denotam os coeficientes da conexa˜o linear Γ, pois a relac¸a˜o entre a conexa˜o linear e a
conexa˜o de spin e´ fornecida por Γ hij = ω
µ
i νe
h
µe
ν
j +e
h
µ∂ie
µ
j , como pode ser imediatamente
calculado. No caso dos campos da mate´ria, o tensor de densidade de spin e´ dado por
S hij =
i
2 ψ¯
{
Γh,Sij
}
ψ ≡ −14ηµσǫσνλτKτehµeνi eλj . Lembre que Kτ e´ a componente do
bilinear covariante pseudo-vetorial definido em (4.1). As componentes do tensor de
energia-momento dos campos da mate´ria sa˜o portanto descritas como
ΣDij :=
i
4
(
ψ¯ΓiDjψ −Djψ¯Γiψ
)
e ΣFij := (ρ+ p)UiUj − pgij. (3.6)
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Nas equac¸o˜es (3.6) ρ, p e Ui denotam respectivamente a densidade da mate´ria-
energia, a pressa˜o, e a quadrivelocidade do fluido. O trac¸o das equac¸o˜es (3.3b), dado
por
f ′(R)R− 2f(R) = Σ, (3.7)
que relaciona a curvatura escalar de Ricci R e o trac¸o Σ do tensor de energia-momento,
como em [47, 145, 146, 147]. Ale´m disso, e´ assumido que f(R) 6= kR2 — pois o caso
f(R) = kR2 e´ compat´ıvel somente com a condic¸a˜o Σ = 0. Agora, da equac¸a˜o (3.7)
e´ poss´ıvel expressar R = F (Σ), onde F e´ uma func¸a˜o arbitra´ria. Ale´m disso, in-
troduzindo o campo escalar ϕ := f ′(F (Σ)) assim como o potencial efetivo V (ϕ) :=
1
4
[
ϕF−1((f ′)−1(ϕ)) + ϕ2(f ′)−1(ϕ)
]
, as equac¸o˜es de campo (3.3b) sa˜o escritas numa
forma do tipo Einstein
R˚ij − 1
2
R˚gij =
1
ϕ
ΣFij +
1
ϕ
ΣDij +
1
ϕ2
(
−3
2
ϕiϕj + ϕ∇˚jϕi + 3
4
ϕhϕkg
hkgij
−ϕ∇˚hϕhgij − V (ϕ)gij
)
+ ∇˚hSˆ hji + Sˆ phi Sˆ hjp −
1
2
Sˆ phq Sˆ
q h
p gij ,
(3.8)
onde R˚ij, R˚ e ∇˚i denotam respectivamente o tensor de Ricci, a curvatura escalar e a
derivada covariante da conexa˜o de Levi-Civita. Aqui Sˆ hij := − 12ϕS hij e ϕi := ∂ϕ∂xi . Ale´m
disso, as equac¸o˜es de Dirac generalizadas para o campo espinorial neste contexto sa˜o
iΓhDhψ +
i
2
ThΓ
hψ −mψ = 0, (3.9)
onde Th := T
j
hj e´ a torc¸a˜o axial
1. A parte simetrizada das equac¸o˜es do tipo Einstein
(3.8) assim como as equac¸o˜es de Dirac (3.9) sa˜o escritas como em [47]
R˚ij − 1
2
R˚gij =
1
ϕ
ΣFij +
1
ϕ
Σ˚Dij +
1
ϕ2
(
−3
2
ϕiϕj + ϕ∇˚jϕi + 3
4
ϕhϕkg
hkgij
−ϕ∇˚hϕhgij − V (ϕ)gij
)
+
3
64ϕ2
KτKτgij e
(3.10)
iΓhD˚hψ − 3
16ϕ
[σ + iωγ5]ψ −mψ = 0, (3.11)
onde Σ˚Dij :=
i
4
[
ψ¯Γ(iD˚j)ψ −
(
D˚(jψ¯
)
Γi)ψ
]
e D˚i e´ a derivada covariante da conexa˜o de
Levi-Civita induzida no campo fermioˆnico. Devemos notar a ocorreˆncia expl´ıcita de
1E´ interessante notar que neste ponto na˜o e´ formalmente expl´ıcito por (3.9) se estamos lidando com
uma equac¸a˜o de Dirac com torc¸a˜o num espac¸o simplesmente conexo ou com uma equac¸a˜o de Dirac sem
torc¸a˜o num espac¸o-tempo multiplamente conexo [12]. Como ambas descric¸o˜es sa˜o matematicamente
equivalentes, pode-se passar de um formalismo para o outro, para contornar tal questa˜o.
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dois bilineares covariantes na equac¸a˜o 3.11, fixando deste modo o tipo de espinor que
sera´ soluc¸a˜o das equac¸o˜es de movimento (no sentido de ao escolhermos se σ e ω sa˜o ou
na˜o nulos, reduzimos o tipo de espinor admiss´ıvel).
Como campos espinoriais satisfazendo a equac¸a˜o de Dirac neste cena´rio sa˜o incom-
pat´ıveis com uma simetria esfe´rica estaciona´ria [149], a escolha mais simples para este
fundo deve ser pelo menos uma me´trica axialmente sime´trica do tipo Bianchi-I, dada
por ds2 = dt2 − a2(t) dx2 − b2(t) dy2 − c2(t) dz2, onde Γi = eiµγµ sa˜o dadas por
Γ0 = γ0, Γ1 =
1
a(t)
γ1, Γ2 =
1
b(t)
γ2, Γ3 =
1
c(t)
γ3, (3.12)
e o campo de te´trada e´ dado por eµ0 = δ
µ
0 , e
µ
1 = a(t)δ
µ
1 , e
µ
2 = b(t)δ
µ
2 , e e
µ
3 = c(t)δ
µ
3 , para
µ = 0, 1, 2, 3. O operador de spin-Dirac age sobre campos espinoriais e seus conjugados
respectivamente como D˚iψ = ∂iψ − Ω˚iψ e D˚iψ¯ = ∂iψ¯ + ψ¯Ω˚i, onde os coeficientes da
conexa˜o de spin Ω˚i sa˜o dados por (introduzindo a notac¸a˜o a1 = a, a2 = b, e a3 = c)
Ω˚0 = 0, Ω˚i =
1
2
a˙iγ
iγ0. (3.13)
Portanto, a equac¸a˜o do tipo Einstein (3.10) toma a forma
a˙
a
b˙
b
+
b˙
b
c˙
c
+
a˙
a
c˙
c
=
ρ
ϕ
− 3
64ϕ2
KσKσ +
1
ϕ2
[
−3
4
ϕ˙2 − ϕϕ˙τ˙
τ
− V (ϕ)
]
, (3.14a)
a¨r
ar
+
a¨s
as
+
a˙r
ar
a˙s
as
= − p
ϕ
+
1
ϕ2
[
ϕϕ˙
a˙t
at
+
3
4
ϕ˙2 − ϕ
(
ϕ¨+
τ˙
τ
ϕ˙
)
− V (ϕ)
]
+
3
64ϕ2
KσKσ ,
(3.14b)
onde r, s, t denotam ı´ndices 1, 2, 3 diferentes um dos outros. A equac¸a˜o de campo de
Dirac (3.11) assume a forma
ψ˙ +
τ˙
2τ
ψ + imγ0ψ − 3i
16ϕ
(σγ0 + iωγ0γ5)ψ = 0, (3.15)
onde τ := abc [150, 151]. Junto com as condic¸o˜es
Σ˚Drs = 0 ⇒ ara˙s − asa˙r = 0 ∪ K⊺ = 0, (3.16)
as equac¸o˜es Σ˚D0i = 0 sa˜o automaticamente satisfeitas. Finalmente, as leis de conservac¸a˜o
junto com uma equac¸a˜o de estado do tipo p = λρ (aqui λ e´ um escalar entre 0 e 1)
fornecem ρ˙+ τ˙τ (1 + λ)ρ = 0, a qual completa o conjunto total das equac¸o˜es de campo,
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tendo a soluc¸a˜o geral dada por
ρ = ρ0τ
−(1+λ) , ρ0 = constante. (3.17)
O campo da mate´ria em tal fundo gravitacional e´ tal que as condic¸o˜es (3.16) sa˜o
v´ınculos impostos sobre a me´trica ou sobre o campo da mate´ria. Eles existem se e
somente se uma das seguintes condic¸o˜es valem:
1. Impondo v´ınculos de origem puramente geome´trica, como ab˙−ba˙ = 0, ac˙−ca˙ = 0,
cb˙− bc˙ = 0. Neste cena´rio existem campos da mate´ria fermioˆnicos num Universo
isotro´pico, o que pode a priori causar alguma patologia, pois campos de Dirac
sa˜o bem conhecidos por na˜o se submeterem ao Princ´ıpio Cosmolo´gico [152]. Mas
pelo resultado de Tsamparlis [152], embora va´lidos para os campos espinoriais
de Dirac, na˜o sa˜o va´lidos para outras classes de campos espinoriais, segundo a
classificac¸a˜o de Lounesto.
2. Outra condic¸a˜o e´ impor v´ınculos de origem puramente material, requerendo que
as componentes espaciais da direc¸a˜o do spin satisfac¸am Ki = 0. Isto representa
um Universo anisotro´pico desprovido de termos acoplando a mate´ria com a torc¸a˜o
axial. Neste caso na˜o ha´ nenhuma interac¸a˜o fermioˆnica torsional. De fato, o
spin da part´ıcula interage com a componente axial do tensor de torc¸a˜o e quando
as componentes espaciais da direc¸a˜o do spin se igualam a zero temos que tais
part´ıculas sa˜o descritas por um campo ψ que na˜o interage com a torc¸a˜o. Ale´m
disso, se os campos de Dirac esta˜o ausentes enta˜o na˜o e´ claro o que possa justificar
anisotropias [143].
3. A u´ltima situac¸a˜o seria originada pela geometria e pela mate´ria tambe´m, insistindo
que por exemplo ab˙ − ba˙ = 0 e K1 = 0 = K2. Isso fornece uma isotropia parcial
para apenas dois eixos, com as respectivas componentes do vetor de spin se anu-
lando. Isso descreve um Universo como um elipso´ide de rotac¸a˜o em relac¸a˜o ao eixo
ao longo do qual o vetor de spin na˜o se anula. Insistindo na proporcionalidade
entre dois pares de eixos, inevitavelmente obtemos uma isotropia total do espac¸o
3-dimensional. Portanto, a situac¸a˜o na qual temos a = b, com K1 = 0 = K2, e´ a
u´nica inteiramente satisfato´ria. Daqui em diante esta situac¸a˜o sera´ considerada,
onde a u´nica componente espacial da direc¸a˜o do spin e´ K3 6= 0 [5].
Aqui, as equac¸o˜es de Dirac e do tipo Einstein (3.14) e (3.15) podem ser trabalhadas
como em [150, 151]: por exemplo, atrave´s de combinac¸o˜es adequadas de (3.14) obtemos
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as equac¸o˜es
d
dt
(J0τ) = 0 =
d
dt
(στ) +
3ωK0τ
8ϕ
, (3.18a)
− d
dt
(ωτ) +
[
2m+
3σ
8ϕ
]
K0τ = 0 =
d
dt
(K0τ) + 2mωτ. (3.18b)
Das equac¸o˜es (3.18) e´ imediato deduzir que
(K3)
2 = σ2 + ω2 + (K0)
2 =
C2
τ2
⇒ C = K3τ, (J0)2 = D
2
τ2
⇒ D = J0τ, (3.19)
com C e D constantes. E´ fundamental enfatizar neste caso especial que a teoria possui
uma simetria discreta adicional fornecida pela transformac¸a˜o ψ 7→ γ5γ0γ1ψ, fazendo
com que todas as equac¸o˜es de campo sejam invariantes. Na equac¸a˜o de Dirac, as
quatro componentes complexas neste caso se reduzem a duas componentes complexas.
Tal afirmac¸a˜o e´ equivalente a tomar campos espinoriais do tipo flagpole, que possuem
quatro paraˆmetros reais. Portanto (3.18) sa˜o as equac¸o˜es de campo a serem resolvidas.
Devemos frisar a originalidade deste resultado, sendo a primeira vez na literatura que
esse tipo de espinor surge como soluc¸a˜o de uma equac¸a˜o de movimento fermioˆnica. A
compatibilidade com todos os v´ınculos permite apenas treˆs classes de campos espinoriais,
cada uma das quais possui um membro geral escrito numa das treˆs seguintes formas
independentes
ψ1 =
1√
2τ


√
K − C cos ζ1eiθ1√
K + C cos ζ2e
iϑ1
√
K − C sin ζ1eiϑ2√
K + C sin ζ2e
iθ2

 , (3.20)
com os v´ınculos tan ζ1 tan ζ2 = (−1)n+1 e θ1+θ2−ϑ1−ϑ2 = πn para qualquer n inteiro
e tambe´m
ψ2 =
1√
2τ


√
K − C cos ζ1eiθ1
0
0√
K + C sin ζ2e
iθ2

 e ψ3 = 1√2τ


0√
K + C cos ζ1e
iϑ1
√
K − C sin ζ2eiϑ2
0

 ,(3.21)
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onde ζ1, ζ2, θ1, θ2, ϑ1, ϑ2 dependem do tempo. O caso mais interessante e´ fornecido
por (3.21). Por exemplo, o segundo campo espinorial em (3.21) e´
ψ3 =
1√
2τ


0√
K + Ceiβ(t)√
K − Ce−iβ(t)
0

 , (3.22)
para β(t) = −mt− 3C16
∫
dt
τ . Existem v´ınculos adicionais σ =
C
τ , ψ
†ψ = Kτ e ω = 0 = K0.
Tal campo espinorial e´ do tipo-(4) de acordo com a classificac¸a˜o de Lounesto [7]. Este
e´ um fato nota´vel: assim que e´ assumido um campo espinorial ψ numa cosmologia
do tipo Riemann-Cartan, alguns campos espinoriais do tipo-(4) sa˜o obtidos como os
campos espinoriais (3.21). De fato, na˜o ha´ nenhuma suposic¸a˜o na equac¸a˜o (3.9) que
fac¸a ψ um campo espinorial de Dirac leg´ıtimo, visto que diz respeito a priori apenas
um campo espinorial ψ que satisfac¸a a equac¸a˜o de Dirac. Ate´ onde sabemos, este e´ ate´
agora o u´nico sistema f´ısico cuja soluc¸a˜o aceita´vel e´ dada em termos de tais campos
espinoriais. Por outro lado, quando impomos K3 = 0 como um v´ınculo de origem
puramente material, as equac¸o˜es (3.19) implicam K0 = 0. Portanto K
µ = 0 e obtemos
um campo espinorial do tipo-(5) de acordo com a classificac¸a˜o de Lounesto para campos
espinoriais, que englobam campos espinoriais de Majorana. Deve ser enfatizado que a
condic¸a˜o K3 = 0 na˜o implica necessariamente neste caso a inexisteˆncia de campos
fermioˆnicos satisfazendo a equac¸a˜o de Dirac (3.9). De fato, campos Elko na˜o satisfazem
a equac¸a˜o de Dirac2. Em resumo, pelas soluc¸o˜es acima, o chamado campo de Dirac ψ
em (3.21, 3.23) na˜o e´ um campo de Dirac de acordo com a classificac¸a˜o de Lounesto,
mas um campo espinorial do tipo-(4), um flag-dipole. Ale´m disso, como Ki = 0 e
em particular K3 = 0, por (3.19) agora estamos tratando de um espinor do tipo-(5),
o qual e´ um flagpole. Mas neste caso, e´ bem conhecido que os do tipo-(5) englobam
campos espinoriais Elko, Majorana, e complementares, presentes na equac¸a˜o (1.24).
O espinor Elko, contudo, e´ bem conhecido por na˜o satisfazer as equac¸o˜es de Dirac.
Como partimos de (3.19), Elko e´ exclu´ıdo como soluc¸a˜o de tal sistema. O ponto a ser
enfatizado aqui e´ que de acordo com a classificac¸a˜o de campos espinoriais de Lounesto,
ψ pode ser localizado em qualquer das seis classes disjuntas e na˜o ha´ a priori nenhuma
relac¸a˜o entre o tipo de campo espinorial e a dinaˆmica associada. Como mencionado,
2De fato, campos espinoriais Elko [88, 89] sa˜o auto-espinores do operador de conjugac¸a˜o de carga e
na˜o satisfazem a equac¸a˜o de Dirac [88, 89]. Algumas aplicac¸o˜es importantes sa˜o fornecidas, por exemplo,
em [41]. Ainda existe o conjunto complementar de campos espinoriais Elko e Majorana, em relac¸a˜o ao
spinor de tipo-(5), cuja dinaˆmica e´ ainda desconhecida.
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por exemplo, os tipos-(1), (2) e (3) sa˜o campos espinoriais regulares na classificac¸a˜o
de Lounesto, com alguns subconjuntos satisfazendo a equac¸a˜o de Dirac. Pelo mesmo
motivo, campos espinoriais do tipo-(6) englobam campos espinoriais de Weyl, que de
fato satisfazem equac¸o˜es de Dirac. Mesmo assim, e´ um problema em aberto se campos
espinoriais do tipo-(4) satisfazem ou na˜o as equac¸o˜es de Dirac, mas as equac¸o˜es de Dirac
sa˜o mostradas como sendo dinamicamente proibidas para soluc¸o˜es encontradas em [143].
3.1.1.1 Exemplo concreto de gravitac¸a˜o f(R)
Como exemplo concreto (na˜o-trivial) de um modelo f(R) [143], vamos con-
siderar o caso f(R) = R + δαR2, onde δα e´ um termo de perturbac¸a˜o em relac¸a˜o a
gravitac¸a˜o de Einstein. Tomaremos como soluc¸o˜es das equac¸o˜es de campo, soluc¸o˜es que
sa˜o correc¸o˜es em δα das equac¸o˜es de campo de Einstein no caso sem fontes. Escolhemos
a seguinte forma como soluc¸a˜o para a equac¸a˜o de campo de Dirac
ψ = 1√
2τ


0√
K + Cei(−mt−
3C
16
∫
dt
τ )
√
K − Ce−i(−mt− 3C16
∫
dt
τ )
0

 (3.23)
sujeita aos v´ınculos J0 = ψ¯ψ =
C
τ , ψ
†ψ = Kτ e ψ
†γ5ψ = 0, iψ¯γ5ψ = 0. Esse tipo de
soluc¸a˜o leva a uma forma simples das equac¸o˜es de campo gravitacionais para a forma e
volume do Universo, como
a
c
= De(X
∫
1
τ
dt) (3.24)
e tambe´m
τ¨ − 3mC
4
= 0, (3.25)
onde m, C, X, D sa˜o constantes. Integrando a equac¸a˜o (3.25), obtemos a evoluc¸a˜o do
volume do Universo
τ =
3mC
8
(b+ 2βt+ t2), (3.26)
b e´ uma constante de integrac¸a˜o que encapsula a informac¸a˜o a respeito do do volume
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inicial do Universo, fornecendo um estado inicial sem singularidade e β e´ a constante de
integrac¸a˜o que contem a informac¸a˜o a respeito da velocidade de expansa˜o do Universo.
Enta˜o, como τ = a2c, da equac¸a˜o (3.24) obtemos a evoluc¸a˜o da forma do Universo
a
c
= D
(
t+ β +
√
β2 − b
t+ β −
√
β2 − b
)− 8X
6mC
√
β2−b
, (3.27)
na qual, quando t tende ao infinito ambos os fatores se tornam proporcionais, fornecendo
uma isotropia. Fazendo D = 1 e 8X = −3mC
√
β2 − b temos a evoluc¸a˜o dos fatores a
e c
a =
3
√
3mC
8
(
t+ β −
√
β2 − b
)− 1
3 (
b+ 2βt+ t2
) 1
2 , (3.28a)
c =
3
√
3mC
8
(
t+ β −
√
β2 − b
) 2
3
, (3.28b)
com v´ınculo dado por 3m2(β2 − b) = 1. Finalmente o campo espinorial evolui como
ψ = 2√
3m(b+2βt+t2)


0√(
K
C + 1
)
e
i
(
−mt+
√
3
16
ln
(
m
√
3(t+β)+1
m
√
3(t+β)−1
))
√(
K
C − 1
)
e
−i
(
−mt+
√
3
16
ln
(
m
√
3(t+β)+1
m
√
3(t+β)−1
))
0

 . (3.29)
De posse das soluc¸o˜es exatas do caso f(R) ≡ R, vamos usa´-las como base para
construirmos a correc¸a˜o em δα para as soluc¸o˜es do caso mais geral f(R) ≡ R+ δαR2.
A forma do campo espinorial na˜o muda, a mesma e´ dada em termos da func¸a˜o ϕ
ϕ ≡ 1− δαmC
τ
, (3.30)
com potencial
V (ϕ) ≡ δαm
2C2
8τ2
(3.31)
e a equac¸a˜o de movimento gravitacional para o volume do Universo e´(
τ¨ − 3mC
4
)
− δαmC
2
(
τ˙2
τ2
− τ¨
τ
− 3mC
4τ
)
= 0 . (3.32)
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Integrando a mesma, temos a evoluc¸a˜o do volume do Universo
τ = 3mC8 (b+2βt+t
2) + δαmC2
(
ς(ξ+t)+m
√
3 (β+t) ln
(
m
√
3(t+β)+1
m
√
3(t+β)−1
))
, (3.33)
onde ς e ξ sa˜o duas novas constantes de integrac¸a˜o para as quais o volume inicial do
Universo e´ agora diferente, mas ainda sem singularidade.
3.1.2 Gravidade Conforme Torsional
Vale a pena apontar alguns progressos recentes no estudo de campos espinoriais
em gravidade generalizada, assim como em alguns problemas em aberto os quais esta˜o
sob investigac¸a˜o em curso. Embora seja um pouco a` parte do tema principal deste
cap´ıtulo da tese, e´ certamente enriquecedor em termos de completude. Nesta linha,
outra teoria de gravidade de ordem superior e´ uma com duas curvaturas, porque e´ o
u´nico caso no qual invariaˆncia conforme pode ser obtida [76]. Como se constata, existem
duas maneiras de se implementar transformac¸o˜es conformes para a torc¸a˜o: a primeira
e´ exigir a transformac¸a˜o mais geral (razoa´vel) para a torc¸a˜o (por “razoa´vel” queremos
dizer de acordo com o que e´ discutido por exemplo em [153]). A outra e´ insistir no fato
de que nenhuma transformac¸a˜o conforme e´ dada para a torc¸a˜o (porque transformac¸o˜es
conformes sa˜o de origem me´trica enquanto que a torc¸a˜o e´ independente de me´trica). No
caso anterior, como a transformac¸a˜o conforme liga a me´trica a torc¸a˜o, devemos modificar
a curvatura de Riemann com termos de torc¸a˜o de trac¸o quadra´tico para obtermos uma
curvatura cuja parte irredut´ıvel e´ conformemente invariante [76]. No u´ltimo caso, torc¸a˜o
e curvatura sa˜o separados e essencialmente independentes. Consequentemente, no caso
anterior [76] as equac¸o˜es de campo esta˜o intimamente entrelac¸adas, enquanto que no
u´ltimo caso as equac¸o˜es de campo sa˜o independentes, portanto mantendo o acoplamento
curvatura-energia e torc¸a˜o-spin no esp´ırito das equac¸o˜es de campo ECSK. Outro enfoque
para o tratamento de torc¸a˜o na relatividade geral, sa˜o os trabalhos de F. Hehl [154, 155,
156, 157].
3.1.2.1 Torc¸a˜o com transformac¸o˜es conformes gerais
No primeiro caso, o acoplamento com o campo de Dirac foi estudado em [76].
Contudo, como neste caso as equac¸o˜es de campo que acoplam torc¸a˜o com spin na˜o
sa˜o invert´ıveis em geral, a torc¸a˜o na˜o pode ser substitu´ıda pela densidade de spin nas
equac¸o˜es de campo de Dirac, as quais permanecem na forma geral
iγµD˚µψ +
3
4Wσγ
5γσψ = 0, (3.34)
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ondeWσ e´ o vetor axial dual da parte completamente anti-sime´trica do tensor de torc¸a˜o.
Portanto o argumento usado em [77] na˜o pode ser recuperado e simetrias esferica-
mente sime´tricas sa˜o poss´ıveis. Contudo, neste caso, a completa antissimetria do campo
de Dirac na˜o implica a anti-simetria da torc¸a˜o. Ao inve´s disso, leva a v´ınculos para os
campos gravitacionais que na˜o podem ser satisfeitos em situac¸o˜es gerais. Neste caso de
transformac¸o˜es conformes gerais, o campo de Dirac parece estar mal definido. Uma situ-
ac¸a˜o alternativa e´ portanto estudar campos Elko, o que foi realizado em [45]. Contudo,
sua dinaˆmica em termos de soluc¸o˜es cosmolo´gicas ainda na˜o foram estudadas.
3.1.2.2 Torc¸a˜o sem transformac¸o˜es conformes
O acoplamento para o campo de Dirac foi estudado em [76], mostrando que a
anti-simetria completa da densidade de spin resulta na completa anti-simetria do tensor
de torc¸a˜o, cujo dual e´ um vetor axial dado por
Wρ =
(
4a
~
KµKµ
)−1/3
Jρ, (3.35)
de modo que a torc¸a˜o pode ser trocada pela densidade de spin do campo espinorial e a
equac¸a˜o de campo de Dirac torna-se
iγµD˚µψ −
(
256a
27 K
ρKρ
)− 1
3 ψγνψγ
νψ = 0, (3.36)
com uma auto-interac¸a˜o na˜o-linear que na˜o obstante e´ renormaliza´vel [5]. Apo´s um
rearranjo de Fierz imediato, as mesmas podem ser escritas como
iγµD˚µψ −
(
27
256a
)1/3 (
σ2 + iω2
)−1/3
(σI − ωγ5)ψ = 0, (3.37)
claramente mostrando que campos espinoriais do tipo-(4) deveriam obedecer a uma
equac¸a˜o de Dirac da forma iγµD˚µψ = 0, como se a torc¸a˜o na˜o estivesse presente, pre-
cisamente como na teoria ECSK. Neste caso, novamente parece que o racioc´ınio realizado
em [77] na˜o se aplica e soluc¸o˜es esfericamente sime´tricas sa˜o poss´ıveis e as equac¸o˜es do
campo gravitacional reduziriam-se a equac¸o˜es de campo de Weyl esfericamente sime´tri-
cas sem torc¸a˜o num espac¸o-tempo de Schwarzschild.
3.1.2.3 Discussa˜o
Investigamos campos espinoriais regulares e singulares, estabelecendo um fundo
gravitacional com torc¸a˜o geral no qual campos espinoriais sa˜o definidos. Provamos que
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alguns campos espinoriais flag-dipole sa˜o soluc¸o˜es f´ısicas da equac¸a˜o de Dirac em teorias
ECSK: em particular isso foi obtido numa gravidade f(R) mas na˜o pode ser recuperado
numa gravidade conforme.
No caso da cosmologia, quando consideramos campos do tipo Dirac na gravidade
f(R), a presenc¸a de torc¸a˜o impo˜e o uso de um fundo anisotro´pico no qual o lado ge-
ome´trico e´ diagonal, enquanto que o tensor de energia momento na˜o, devido a carac-
ter´ısticas intr´ınsecas do campo espinorial. Nesta circunstaˆncia, a parte na˜o-diagonal
das equac¸o˜es do campo gravitacional resultam nos v´ınculos (3.16) caracterizando a es-
trutura do espac¸o-tempo, ou a helicidade do campo espinorial, ou ambos. No nosso
entendimento, a u´nica situac¸a˜o fisicamente significativa e´ uma na qual dois eixos sa˜o
iguais e a componente espacial do vetor de torc¸a˜o axial na˜o se anula. A mesma fornece
um Universo que e´ espacialmente um elipso´ide de rotac¸a˜o em torno do eixo cuja densi-
dade de spin na˜o e´ nula [5].
No caso da gravidade, exceto para o caso de transformac¸o˜es conformes torsionais,
para as quais o campo de Dirac parece na˜o estar bem definido, o caso da torc¸a˜o sem
transformac¸o˜es conformes parece ser bem posto. Neste caso, o fundo gravitacional e´
muito mais do tipo sem torc¸a˜o e embora na˜o tenhamos provado matematicamente, ha´
razo˜es para se acreditar que um campo espinorial do tipo-(4) deve ainda emergir.
Em suma, a presenc¸a de torc¸a˜o induz interac¸o˜es na˜o-lineares, cujos detalhes de-
pendem de qual fundo conforme de gravidade f(R) e´ usado, mas em geral tais auto-
interac¸o˜es induzidas torsionalmente para os espinores afetam a dinaˆmica do campo
espinorial: especificamente, e´ poss´ıvel encontrar soluc¸o˜es f´ısicas da equac¸a˜o de Dirac as
quais na˜o sa˜o campos de Dirac, mas flag-dipoles e portanto singulares. Tambe´m encon-
tramos que, ale´m disso, novas soluc¸o˜es envolvem campos espinoriais Elko e Majorana,
quando a direc¸a˜o de spin se anula, fornecendo um Universo anisotro´pico sem interac¸o˜es
torsionais fermioˆnicas.
Contudo, acreditamos que a mensagem principal a ser tomada e´ que um campo es-
pinorial satisfazendo a equac¸a˜o de campo de Dirac na˜o e´ necessariamente na˜o-singular:
com uma analogia metafo´rica, podemos dizer que a equac¸a˜o de Dirac na˜o necessaria-
mente cuida de si mesma ao proibir soluc¸o˜es singulares.
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Violac¸a˜o da simetria de Lorentz
Neste cap´ıtulo, constru´ımos uma teoria com violac¸a˜o de Lorentz para um campo
eletromagne´tico (e fermioˆnico) sujeito a um fundo f(R) com torc¸a˜o. Dentro dessa
teoria, mostramos que para espinores singulares espec´ıficos o acoplamento com a torc¸a˜o
e´ menos sens´ıvel (no sentido de que os bilineares covariantes aparecem explicitamente
nos termos de acoplamento, por isso, para espinores singulares, va´rios termos sa˜o nulos),
um resultado original. Mostraremos que espinores singulares sa˜o menos propensos aos
efeitos de violac¸a˜o de Lorentz em fundos de Riemann-Cartan. De fato, os termos de
seus acoplamentos sa˜o implementados ao se acoplar os seus bilineares com termos de
torc¸a˜o. Como ja´ vimos que espinores singulares, na classificac¸a˜o de Lounesto, possuem
pelo menos treˆs dos seus bilineares nulos, diversos termos de violac¸a˜o de Lorentz nas
Lagrangianas associadas sa˜o identicamente nulos.
4.1 Introduc¸a˜o
Nosso objetivo principal neste cap´ıtulo e´ o estudo do papel da violac¸a˜o da simetria
de Lorentz (VSL) em teorias contendo campos espinoriais singulares em espac¸os-tempo
de Riemann-Cartan, que ja´ sa˜o ambientes naturais para violac¸a˜o de Lorentz. Uma
vez que as densidades de Lagrangiana de Palatini e Einstein-Hilbert sa˜o equivalentes,
tambe´m no contexto da classificac¸a˜o de espinores de Lounesto [21], curvatura e torc¸a˜o
sa˜o descric¸o˜es equivalentes do campo gravitacional. O tensor de energia-momento da
mate´ria e´ a fonte da curvatura, no caso da relatividade geral e da torc¸a˜o no caso da
gravidade teleparalela [158]. Ale´m disso, o acoplamento torc¸a˜o-spin pode ser consider-
ado, ale´m do acoplamento curvatura-energia e o fundo com torc¸a˜o viola a invariaˆncia
de Lorentz local efetiva [52]. A geometria de Riemann-Cartan e´ a configurac¸a˜o para a
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teoria de Einstein-Cartan, contudo, teorias de gravitac¸a˜o mais gerais em espac¸os-tempo
de Riemann-Cartan podem incorporar vierbein propagantes e conexo˜es de spin, de-
screvendo torc¸a˜o e curvatura dinaˆmicas [159, 21]. Ja´ vimos uma parte desse aspecto no
cap´ıtulo 3, mas aqui gostar´ıamos de considerar o acoplamento da torc¸a˜o com os campos
da mate´ria, sendo que usualmente os campos fermioˆnicos de Dirac sa˜o utilizados na lit-
eratura. Nesta configurac¸a˜o, os efeitos da torc¸a˜o manifestam-se como auto-interac¸o˜es,
capazes de fornecer uma explicac¸a˜o dinaˆmica para o princ´ıpio da exclusa˜o [46]. Efeitos
da torc¸a˜o influenciam a dinaˆmica pro´xima ou na escala de Planck, onde efeitos de quebra
de invariaˆncia de Lorentz poderiam ser relevantes. Ale´m disso, torc¸a˜o induz uma orien-
tac¸a˜o preferencial para um observador em queda livre, realizada como uma manifestac¸a˜o
de violac¸a˜o de Lorentz local. Portanto, v´ınculos na simetria de Lorentz levam a v´ıncu-
los na torc¸a˜o [52]. Queremos analisar o acoplamento da torc¸a˜o com campos da mate´ria
ale´m de campos fermioˆnicos de Dirac, abrangendo na ana´lise o conjunto completo de
campos espinoriais singulares, em particular campos espinoriais flagpole e flag-dipole.
Uma das nossas motivac¸o˜es e´ que recentemente a geometria de Riemann-Cartan lanc¸ou
uma nova luz nos pape´is proeminentes de espinores singulares: mostramos no cap´ıtulo
anterior que a teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble acoplada a espinores admite
soluc¸o˜es que na˜o sa˜o campos espinoriais de Dirac, mas sim flag-dipoles [5]. Tambe´m
temos em [160], espinores do tipo flag-dipole sa˜o soluc¸o˜es num fundo Kerr, induzindo
uma estrutura de fluxo de fluido.
Independentemente da sua origem em alguma teoria de alta energia, a violac¸a˜o de
Lorentz e´ usualmente realizada numa estrutura de teoria de campo efetiva. A assim
chamada Extensa˜o do Modelo Padra˜o (EMP) [161] contem a relatividade geral (GR) e
o Modelo Padra˜o (MP). Termos dominantes da ac¸a˜o EMP contem a gravidade pura e
ac¸o˜es MP minimamente acopladas, junto com todos os termos de ordem dominantes dos
campos gravitacionais e MP, acoplados com tensores de fundo constantes. A geometria
de Riemann-Cartan permite quantidades com valores esperados no va´cuo na˜o nulos que
violam a invariaˆncia de Lorentz, embora preservando invariaˆncia de coordenadas gerais,
abrangendo acoplamentos gravitacionais mı´nimos de espinores. Mostraremos que, neste
contexto, campos espinoriais flagpole sa˜o exemplos de campos espinoriais singulares que
na˜o acoplam minimamente com a torc¸a˜o.
E´ bem conhecido que nem todos os paraˆmetros VSL no EMP possuem significado
f´ısico [53], no sentido de que alguns deles podem ser absorvidos por uma redefinic¸a˜o dos
campos. Ale´m disso, uma corrente conservada devidamente definida satisfaz a a´lgebra
de Poincare´ usual, pelo menos tanto quanto estes coeficientes sa˜o concernidos. Este
ponto foi extensivamente trabalhado em [162], onde um procedimento sistema´tico para
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eliminar coeficientes espu´rios VSL e definir correntes conservadas foi desenvolvido para
o caso da eletrodinaˆmica quaˆntica (EDQ). As implicac¸o˜es deste procedimento para as
teorias envolvendo campos espinoriais mais gerais ainda esta´ faltando e esta e´ outra
questa˜o que abordamos neste trabalho.
4.2 Acoplando espinores singulares com a torc¸a˜o numa
estrutura com violac¸a˜o de Lorentz
Ate´ as equac¸o˜es (4.5), precisamos escrever as equac¸o˜es (4.3) pelo seu repetido uso
e sua importaˆncia na apresentac¸a˜o deste cap´ıtulo. Optamos escolher o didatismo em tal
apresentac¸a˜o, em detrimento da repetic¸a˜o da fo´rmula (4.5). Por convenieˆncia de leitura,
repetimos aqui o resumo sobre a classificac¸a˜o de Lounesto de campos espinoriais.
Consideremos o conjunto dos campos espinoriais no espac¸o-tempo de Minkowski
M ≃ R1,3. Dadas sec¸o˜es do fibrado de referenciais PSOe1,3(M), com base dual {eµ},
campos espinoriais cla´ssicos carregando uma representac¸a˜o π = (1/2, 0) ⊕ (0, 1/2) da
componente conexa do grupo de Lorentz na identidade SL(2,C) ≃ Spine1,3 sa˜o sec¸o˜es do
fibrado vetorial associado PSpine1,3(M)×pi C4. Denotando por {γµ} as matrizes gama, os
bilineares covariantes sa˜o dados por
σ = ψ¯ψ,
J = Jµe
µ = ψ¯γµψe
µ,
S = Sµν e
µ ∧ eν = 1
2
ψ¯iγµνψ e
µ ∧ eν ,
K = Kµ e
µ = ψ¯γ5γµψ e
µ,
ω = ψ¯γ5ψ , (4.1)
onde iγ5 = γ0γ1γ2γ3. Exclusivamente na teoria de Dirac do ele´tron, J e´ interpretada
como sendo a densidade de corrente, K fornece a direc¸a˜o do spin do ele´tron e S rela-
cionada com a distribuic¸a˜o do momento angular intr´ınseco. Esta interpretac¸a˜o f´ısica
esta´ ausente nos casos mais gerais. Sempre que ω = 0 = σ, o campo espinorial e´ dito ser
singular, caso contra´rio e´ um espinor regular. Os bilineares covariantes para espinores
regulares satisfazem as identidades de Fierz,
K · J = 0 , S = (ω + σiγ5)−1K ∧ J , J2 = ω2 + σ2 = −K2 . (4.2)
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A classificac¸a˜o de campos espinoriais de Lounesto e´ baseada em seis classes disjuntas
de campos espinoriais [2],
1) σ 6= 0, ω 6= 0, J 6= 0 4) σ = 0 = ω, S 6= 0, K 6= 0, J 6= 0 (4.3)
2) σ 6= 0, ω = 0, J 6= 0 5) σ = 0 = ω, S 6= 0, K = 0, J 6= 0 (4.4)
3) σ = 0, ω 6= 0, J 6= 0 6) σ = 0 = ω, S = 0, K 6= 0, J 6= 0 (4.5)
Os treˆs primeiros tipos de campos espinoriais, caracterizados por J,K,S 6= 0, sa˜o
regulares. Os treˆs u´ltimos sa˜o conhecidos, respectivamente, como campos espinoriais
flag-dipole, flagpole e dipole. Vale a pena mencionar que o paradigma da classificac¸a˜o
de Lounesto e´ em relac¸a˜o a J 6= 0. O mecanismo que gera treˆs classes adicionais tem
sido proposto em [10], incluindo o caso J = 0, implicando os espinores subsequentes na˜o
possuirem de forma canoˆnica dimensa˜o de massa um. Isto permite a construc¸a˜o de novos
espinores de dimensa˜o de massa um, por exemplo. Espinores tipo-5 que caracteriza os
espinores flagpoles possuem subconjuntos que englobam espinores neutros 1, como Elko
e Majorana e espinores que carregam carga eletromagne´tica como por exemplo, soluc¸o˜es
da equac¸a˜o de Dirac [5, 163]
Neste ponto, revemos como VSL pode ser introduzida de um modo geral numa
teoria tal como a EDQ e como algo de VSL enta˜o introduzida e´ realmente espu´ria,
sendo eliminada por uma redefinic¸a˜o adequada do campo. Estaremos interessados na
parte fermioˆnica livre da Lagrangiana da EDQ, a qual no caso com violac¸a˜o de Lorentz
(VL) e´ escrita como
LLV-EDQ = i
2
ψ¯Γν
↔
∇νψ − ψ¯Mψ , (4.6)
onde ∇µ = ∂µ + iqAµ e´ a derivada covariante e
Γν := γν + cµνγ
µ + dµνγ5γ
µ + eν + ifνγ5 +
1
2
gρµνσ
ρµ , (4.7)
M := m+ im5γ5 + aµγ
µ + bµγ5γ
µ +
1
2
Hµνσ
µν , (4.8)
m sendo a massa do ele´tron, σµν = i2 [γ
µ, γν ] e a, b, c, d, e, f, g,m5 ,H sa˜o tensores
constantes reais os quais parametrizam a VSL. Por hipo´tese, a ac¸a˜o (4.6) e´ Hermi-
tiana, portanto restringindo os coeficientes da violac¸a˜o de Lorentz serem reais. Alguns
destes paraˆmetros possuem um forte limite experimental/fenomenolo´gico, como discu-
tido em [52]. Contudo, alguns paraˆmetros nas equac¸o˜es (4.7) e (4.8) podem ser elimina-
1Por espinores neutros, denotamos os que carregam carga eletromagne´tica.
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dos por uma redifinic¸a˜o adequada do campo.
De fato, um espinor χ que satisfaz uma Lagrangiana da EDQ estendida VSL, pode
ser obtido a partir de um espinor ψ, o qual e´ soluc¸a˜o de uma Lagrangiana da EDQ
padra˜o que e´ Lorentz invariante (LI), atrave´s da transformac¸a˜o
ψ = (1+ f(xµ, ∂ν))χ
= χ+ (v · Γ + iθ + iC˜µxµ + Cµνxµ∂ν +Bµ∂µ + γ5B˜µ∂µ)χ , (4.9)
onde f(x, ∂) representa uma func¸a˜o matricial geral 4×4 das coordenadas e derivadas [162].
Aqui, vΓ = vIΓI , ΓI e´ uma base paraM(4,C) para um ı´ndice composto I ∈ {∅,µ,µν,µνρ,5},
onde Γ∅ = 1. Ale´m disso, θ, C˜µ, Bµ, B˜µ, Cµν sa˜o coeficientes escalares. Os paraˆmetros
ℜ(θ), Bµ e C[µν] em particular correspondem as simetrias U(1) e de Poincare´ da La-
grangiana padra˜o. Apenas os termos de ordem mais baixa na redefinic¸a˜o do campo sa˜o
mantidos, desde que os paraˆmetros VL sejam assumidos como sendo pequenos. Estas
redefinic¸o˜es podem ser tomadas como mixings dependentes do ponto das componentes
no espac¸o espinorial.
Por simplicidade, citamos o um resultado da redefinic¸a˜o parametrizada pelo paraˆmetro
v, a qual foi descrita em [53]. Comec¸amos com uma Lagrangiana explicitamente LI
L = i
2
ψ¯γµ
↔
∂µ ψ −mψ¯ψ , (4.10)
a qual e´ reescrita via a redefinic¸a˜o (4.9) como
L = i
2
χ¯γµ
↔
∂µ χ−mχ¯χ+ i
2
χ¯[{γµ,Γ · ℜv}+ i[γµ,Γ · ℑv]]
↔
∂µ χ− 2mℜv · χ¯Γχ . (4.11)
O ponto essencial e´ que ambas as Lagrangianas descrevem a mesma f´ısica, portanto
mesmo que a equac¸a˜o (4.11) inclua termos que possam parecer violar a invariaˆncia de
Lorentz, esta teoria e´ realmente invariante por Lorentz. De fato, podemos definir ger-
adores de Poincare´ devidamente modificados em termos de χ que satisfazem a a´lgebra
de Poincare´ usual. Este exemplo mostra que a redefinic¸a˜o de campo geral descrita pela
equac¸a˜o (4.9) pode eliminar alguns dos coeficientes numa teoria efetiva com VL geral
como a EMP, desde que estes coeficientes sa˜o realmente inobserva´veis em primeira or-
dem numa fenomenologia relacionada a EMP.
Para simplificar ainda mais, assumimos que v ·Γ = vµγµ. Denotando a Lagrangiana
livre convencional para χ por
L0 = i
2
χ¯Γν
↔
∂ν χ−mχ¯χ , (4.12)
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a equac¸a˜o (4.6) pode ser escrita como
L = L0 + ℜvµ[iχ¯
↔
∂µ χ− 2mχ¯γµχ]− iℑvµ[χ¯σµν
↔
∂ν χ]. (4.13)
Comparando com (4.7), a escolha simultaˆnea de paraˆmetros VSL eµ = 2ℜvµ e
aµ = 2mℜvµ podem ser inteiramente atribu´ıda a` redefinic¸a˜o do campo e portanto na˜o
introduz uma VSL real. Numa perspectiva diferente, pode-se dizer que na teoria VL
definida por (4.6), ou eµ ou aµ podem ser eliminados via uma redefinic¸a˜o do campo. O
termo ℑvµ indica que a escolha 2ℑ v[µgρ]ν = gρµν elimina os termos proporcionais a gρµν
em (4.6). Os paraˆmetros m5, aµ, eµ, fµ e c[µν] em (4.6) tambe´m podem ser removidos
[162].
Agora revisamos como esta discussa˜o pode ser estendida para um contexto Riemann-
Cartan com torc¸a˜o [144]. Utilizando ı´ndices latinos para rotular coordenadas de Lorentz
e ı´ndices gregos para coordenadas do espac¸o-tempo, a me´trica de Minkowski e´ rela-
cionada a` me´trica gµν do espac¸o-tempo curvo via o vierbein e
a
µ , pela relac¸a˜o gµν =
e aµ e bν ηab. O determinante do vierbein e´ denotado por e e a carga do ele´tron e´ denotada
por −q. Para a derivada covariante do espac¸o-tempo, a conexa˜o e´ assumida como sendo
compat´ıvel com a me´trica. Ale´m disso, ı´ndices do espac¸o-tempo curvo sa˜o corrigidos
pela conexa˜o de Cartan Γλµν , isto e´,
∇µe aν = ∂µe aν + ω aµ be bν − Γαµνe aα . (4.14)
A conexa˜o de Cartan pode ser escrita como Γλµν = Γ˙
λ
µν +
1
2T
λ
µν , na qual Γ˙
λ
µν e´
o s´ımbolo de Christoffel e T λµν = −T λνµ e´ o tensor de torc¸a˜o. O tensor de contorc¸a˜o e´
definido como
Kλµν =
1
2
(T λµν − T λν µ − T λµν) , (4.15)
e a curvatura como Rκλµν = R˚
κ
λµν +∇[µKκν]λ+Kα[µν]Kκαλ+Kα[µλKκν]α, onde R˚κλµν
denota o tensor de curvatura de Riemann usual na auseˆncia de torc¸a˜o. A fonte da
contorc¸a˜o pode ser considerada como um campo de Kalb-Ramond Bαβ , atrave´s de
Kραβ = − 1κ3/2H
ρ
αβ , onde Hραβ = ∂[ρBαβ] e κ denota a constante de acoplamento [164].
Contudo, nossa discussa˜o na˜o dependera´ desta identificac¸a˜o, sendo uma contorc¸a˜o ge-
ome´trica gene´rica considerada de agora em diante.
Assinaturas da torc¸a˜o, no contexto de acoplamentos minimais e na˜o minimais com
fe´rmions, sa˜o fenomenologicamente e experimentalmente abundantes [52]. O acopla-
mento minimal entre torc¸a˜o e campos MP e´ realizado atrave´s de derivadas covariantes.
Na˜o obstante, acoplamentos na˜o minimais sa˜o tambe´m uma opc¸a˜o. De fato, provaremos
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que, quando espinores flagpole sa˜o considerados, acoplamentos na˜o minimais sa˜o a u´nica
possibilidade.
As varia´veis essenciais aqui sa˜o o vierbein e a conexa˜o de spin, uma vez que out-
ras varia´veis tais como curvatura e torc¸a˜o podem ser expressas em termos dessas. Por
exemplo, a conexa˜o de Cartan e´ dada por Γλµν = e
λa(∂µeνa − ω bµ aeνb), enquanto que
a torc¸a˜o e´ dada por Tλµν = e
a
λ (∂[µeν]a + ω[µ|ab|e
b
ν]). Ale´m disso, a conexa˜o de spin e´
relacionada com o vierbein por
ω abµ =
1
2e
ν[a∂[µe
b]
ν] − 12eαaeβbe cµ ∂[αeβ]c +Kνµλeνaeλb. (4.16)
De agora em diante, consideramos campos gravitacionais fracos, gµν = ηµν + hµν ,
onde hµν e´ uma flutuac¸a˜o. Em termos de primeira ordem, o vierbein e a conexa˜o de
spin podem ser expressos em termos de quantidades pequenas,
eµa = ηµa + ǫµa ≈ ηµa + 12hµa + χµa, e ≈ 1 + 12h, (4.17)
ωµab ≈ −12∂ahµb + 12∂bhµa + ∂µχab +Kaµb. (4.18)
Os campos ba´sicos na˜o gravitacionais para as violac¸o˜es de Lorentz e CPT da ex-
tensa˜o da EDQ num espac¸o-tempo de Riemann-Cartan sa˜o um campo fermioˆnico ψ
e o campo do fo´ton Aµ. A ac¸a˜o para a teoria pode ser expressa como uma soma de
ac¸o˜es parciais para o fe´rmion, para o fo´ton e para a gravidade. A parte do fe´rmion da
ac¸a˜o conte´m termos que sa˜o dominantes em baixas energias, envolvendo fe´rmions e seus
acoplamentos mı´nimos com fo´tons e gravidade. Em geral, tambe´m devemos considerar
termos de ordens superiores envolvendo fe´rmions e fo´tons que sa˜o na˜o renormaliza´veis,
na˜o minimais e de ordem superior nos acoplamentos gravitacionais, assim como oper-
adores de campo de dimensa˜o maior do que quatro que acoplam curvatura e torc¸a˜o com
os campos da mate´ria e do fo´ton.
A parte fermioˆnica da ac¸a˜o (4.6) para a extensa˜o da EDQ pode ser escrita como
S =
∫
d4x e
(
1
2 ie
µ
aψ¯Γ
a
↔
Dµ ψ − ψ¯Mψ
)
, (4.19)
onde a derivada covariante usual U(1) e´ dada por ∇µψ ≡ ∂µψ+ 14 iω abµ σabψ−iqAµψ [47].
Ale´m disso, as equac¸o˜es (4.7) e (4.8) se expressam, respectivamente, em termos da
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estrutura multivetorial do vierbein,
Γa = γa − cµνeνaeµbγb + dµνeµbeνaγbγ5 − eρeρa
−ifµγ5eµa − 12gλµνeλbeνaeµcσbc , (4.20)
M = m+ aµe
µ
aγ
a + 12Hµνe
µ
ae
ν
bσ
ab + bµe
µ
aγ5γ
a + im5γ5. (4.21)
Portanto a equac¸a˜o de Dirac em espac¸os-tempo de Riemann-Cartan e´ dada por
ieµbΓ
b∇µψ + 12eµaω bcµ (iηabΓc −
1
4
[σbc,Γ
a])ψ − 12 iT ρρµeµaΓaψ −Mψ = 0. (4.22)
Os termos VL envolvendo M contribuem para a equac¸a˜o de Dirac de um modo
minimal, como assumido nos acoplamentos na˜o derivados. Na˜o obstante, estes termos
envolvendo Γa emergem como minimais e atrave´s da comutac¸a˜o com os geradores de
Lorentz na derivada covariante. Em particular, as partes Lorentz invariantes dos termos
na equac¸a˜o (4.22) cancelam-se.
Correc¸o˜es a` violac¸a˜o de Lorentz (VL) podem ser exploradas no contexto de campos
espinoriais singulares. De fato, as extenso˜es da EDQ nos espac¸os-tempo de Minkowski
e Riemann-Cartan diferem por acoplamentos gravitacionais fracos. Neste regime, dado
pela equac¸a˜o (4.18), os termos lineares da Lagrangiana sa˜o dados por
Lψ ∼ −i(cefetivo)µν ψ¯γµ∂νψ − (befetivo)µ
=Kµ︷ ︸︸ ︷
ψ¯γ5γ
µψ, (4.23)
onde
(cefetivo)µν ≡ cµν + χµν − 12hµν , (befetivo)µ ≡ bµ +
1
8
ǫµνρσT
νρσ − 1
4
∂νχρσǫµνρσ. (4.24)
Nesta expressa˜o, os termos de ordem principal decorrentes do escalonamento do de-
terminante e do vierbein sa˜o negligenciados, por serem LI. As equac¸o˜es (4.24) mostram
que, em primeira ordem, uma me´trica de fundo fraca e´ governada por cµν , enquanto
que a torc¸a˜o e´ efetivamente governada por um termo bµ [153]. O termo bµ e´ um termo
de violac¸a˜o CPT, portanto a presenc¸a de uma torc¸a˜o de fundo pode imitar uma vio-
lac¸a˜o CPT. Se a Lagrangiana (4.23) modela um campo espinorial flagpole, que satisfaz
Kµ = ψ¯γ5γ
µψ = 0, o termo befetivo e´ irrelevante em tal modelo. Portanto, os fe´rmions
flagpole na˜o sa˜o sens´ıveis a esse tipo de VSL.
Considerando a aplicac¸a˜o entre campos espinoriais LI e VSL dada pela equac¸a˜o (4.9),
eles podem ser usados para mostrar que, em primeira ordem nos coeficientes para a vio-
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lac¸a˜o de Lorentz, na˜o ha´ efeitos f´ısicos dos coeficientes eµ, fµ, ou da parte anti-sime´trica
de cµν .
Quando acoplamentos gravitacionais na˜o minimais sa˜o levados em conta, operadores
de dimensa˜o de massa quatro ou menos podem ser analisados. Na extensa˜o da EDQ,
tais operadores na˜o minimais na˜o sa˜o acoplamentos principais e os u´nicos acoplamentos
de calibre sa˜o produtos da torc¸a˜o com bilineares covariantes de fe´rmions. Os invariantes
de Lorentz poss´ıveis sa˜o
LLI = (aT λλµ + a5ǫµνρ T µνρ)
=Jµ︷ ︸︸ ︷
ψ¯γµψ+(bT λλσ + b5T
µνρǫµνρσ)
=Kσ︷ ︸︸ ︷
ψ¯γ5γ
µψ . (4.25)
O acoplamento b5 e´ minimal, enquanto os outros sa˜o na˜o minimais. As possibilidades
com VL sa˜o
LVL = kµνρT µνρ
=σ︷︸︸︷
ψ¯ψ +kµνρσT
µνρ
=Jσ︷ ︸︸ ︷
ψ¯γσψ+kµνρστT
µνρ
−iSστ︷ ︸︸ ︷
ψ¯σστψ+k5µνρσT
µνρ
Kσ︷ ︸︸ ︷
ψ¯γ5γ
σψ
+k5µνρT
µνρ
ω︷ ︸︸ ︷
ψ¯γ5ψ . (4.26)
As kµγαβ sa˜o func¸o˜es dependendo do ponto, adicionalmente as mesmas devem possuir
as simetrias do tensor de curvatura de Riemann [54]. No nosso caso, usamos a equac¸a˜o
(33) de [165], com a seguinte forma kµγαβ =
1
2(ηµαhγβ − ηγαhµβ + ηγβhµα − ηµβhγα),
onde hµν e´ a me´trica de fundo de campo fraco.
Se a violac¸a˜o de Lorentz e´ suprimida e a torc¸a˜o e´ pequena tambe´m, enta˜o todos os
termos na equac¸a˜o (4.26) sa˜o subdominantes. Na˜o obstante, todos os outros operadores
acima podem ser de interesse em cena´rios mais exo´ticos. Por exemplo, a presenc¸a de um
dubleto de Higgs na EMP permite outros tipos de acoplamentos gravitacionais na˜o min-
imais de dimensa˜o quatro ou mais, incluindo aqueles envolvendo tanto curvatura quanto
torc¸a˜o. Operadores de dimensa˜o maior que quatro genericamente veˆm com a supressa˜o
da escala de Planck [52]. Portanto, efeitos de operadores invariantes de Lorentz de di-
mensa˜o quatro suprimidos pelo inverso da massa de Planck mP sa˜o compara´veis, em
magnitude, com aqueles de um operador de dimensa˜o quatro envolvendo um coeficiente
para VL suprimido por mP por exemplo.
Vale a pena enfatizar que, quando campos espinoriais flagpole sa˜o levados em conta,
pois Kµ = 0 em (4.25) e (4.26). Portanto, fe´rmions flagpole possuem um alcance restrito
de acoplamento, quando comparados com fe´rmions de Dirac.
Levando-se em conta a classificac¸a˜o de Lounesto, ja´ sabemos que numa geome-
tria de Riemann-Cartan numa configurac¸a˜o conforme do tipo f(R), campos espinoriais
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flag-dipole sa˜o soluc¸o˜es da equac¸a˜o de Dirac [5]. Neste contexto, flagpoles tambe´m de-
sempenham um papel proeminente quando a torc¸a˜o e´ levada em conta, pois de forma
ana´loga ao para´grafo anterior, Kµ = 0 em (4.25) e (4.26). Portanto, campos espinoriais
flagpole sa˜o exemplos de campos espinoriais singulares os quais provamos como sendo
os menos sens´ıveis a violac¸a˜o de Lorentz.
Campos da mate´ria fermioˆnicos em espac¸os-tempo de Riemann-Cartan podem ser
governados por uma Lagrangiana com acoplamentos de torc¸a˜o arbitra´rios. Numa con-
figurac¸a˜o com aproximac¸a˜o de torc¸a˜o constante, os acoplamentos de torc¸a˜o podem ser
substitu´ıdos por soluc¸o˜es de fundo para as equac¸o˜es da torc¸a˜o. A densidade Lagrangiana
efetiva correspondente e´ dada por [52]
L ∼ 12 iψ¯γµ
↔
∂µ ψ −mψ¯ψ + LLI(4) + LLI(5) , (4.27)
onde todos os acoplamentos independentes constantes na torc¸a˜o de dimensa˜o de massa
quatro ou cinco sa˜o respectivamente dadas por
LLI(4) = (a1T ρρµ + a3Aµ)
= Jµ︷ ︸︸ ︷
ψ¯γµψ+(a2T
ρ
ρµ + a4Aµ)
=Kµ︷ ︸︸ ︷
ψ¯γ5γ
µψ+12 i˚a1T
µψ¯
↔
∂µ ψ(4.28)
LLI(5) = 12 (˚a2T µ + a˚4Aµ) ψ¯γ5
↔
∂µ ψ
1
2 i˚a3A
µψ¯
↔
∂µ ψ
+ 12 i
(˚
a5M
ν
µλ + a˚6T
ρ
ρµ + a˚7Aµ
)
ψ¯
↔
∂ν σ
µνψ
+ 12 i
(˚
a8ǫ
λκµνT ρρλ + a˚9ǫ
λκµνAλ
)
ψ¯
↔
∂κ σµνψ, (4.29)
onde os aA [˚aA] denotam constantes de acoplamento com dimensa˜o de massa qua-
tro[cinco], Mαµν =
1
3 (Tαµν + Tµαν + Tµgαµ) − 13 (µ ↔ ν), e Aµ = 16ǫαβγµTαβγ [52, 165,
166]. O acoplamento minimal e´ obtido no caso particular onde a4 = 3/4 e todos os
outros acoplamentos se anulam. Considerando as equac¸o˜es (4.3) para (4.5), podemos
ver que um campo espinorial tipo-(5), flagpole, sa˜o descritos por
Ltype−(5)(4) ∼ (a1T ρρµ + a3Aµ)
= Jµ︷ ︸︸ ︷
ψ¯γµψ , (4.30)
e pelo menos metade dos acoplamentos entre fe´rmions flapole, associados com constantes
de acoplamento de dimensa˜o quatro e torc¸a˜o, anulam-se. Mostramos que, em espac¸os-
tempo de Riemann-Cartan, espinores flagpole sa˜o menos sens´ıveis a violac¸a˜o de Lorentz.
Buscas experimentais recentes para violac¸a˜o de Lorentz sa˜o exploradas para extrair
novos v´ınculos envolvendo componentes independentes da torc¸a˜o para n´ıveis abaixo de
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10−31 GeV [52]. Embora sensibilidade excepcional para a densidade da torc¸a˜o pode ser
alcanc¸ada buscando por seus acoplamentos com fe´rmions de Dirac, espinores flagpole
sa˜o menos sens´ıveis a` torc¸a˜o.
4.3 Uma ponte entre a simetria de Lorentz e sua violac¸a˜o
Nesta sec¸a˜o apresentamos exemplos de mapeamento entre espinores e na pro´xima
sec¸a˜o, construiremos o propagador de uma das nossas escolhas.
Uma vez que provamos que espinores singulares sa˜o menos sens´ıveis a acoplamentos
com a torc¸a˜o em cena´rios de VL, agora discutimos a relac¸a˜o entre bilineares covari-
antes numa estrutura aparentemente com VL e os bilineares covariantes padra˜o. Como
os bilineares covariantes podem realizar os observa´veis em teorias envolvendo campos
fermioˆnicos, esta e´ uma questa˜o de ma´xima importaˆncia f´ısica. Discutiremos como um
campo espinorial geral com VL pode ser transliterado num espinor LI e mostraremos que
esta relac¸a˜o mistura as classes espinoriais como definidas na classificac¸a˜o de Lounesto.
Uma considerac¸a˜o formal quando consideramos VSL e´ que parte da simetria de
Lorentz e´ quebrada e que parte permanece. Portanto, se a VSL e´ obtida permitindo-se
uma classe mais ampla de transformac¸o˜es que sa˜o, em geral, na˜o-lineares e dependentes
das coordenadas e derivadas, este formalismo deve mergulhar o grupo de Lorentz num
grupo maior. Isto torna necessa´rio descrever como o grupo de Lorentz se situa dentro
deste grupo de simetria maior. Contudo, concentrando-nos no estudo de espinores via bi-
lineares covariantes, na˜o precisamos visar estas questo˜es. De fato, bilineares covariantes
de qualquer espinor na˜o dependem da representac¸a˜o com respeito a simetria residual e
nem ao grupo associado a simetria residual. Isto e´ devido ao fato que qualquer grupo
de simetria pode ser mergulhado em algum grupo Spin que, ate´ dimensa˜o cinco, pode
ser definido pelos elementos invert´ıveis R do grupo contorcido de Clifford-Lipschitz que
satisfaz R†R = I [2, 6]. Portanto, qualquer simetria residual na˜o sera´ aparente quando
bilineares covariantes sa˜o levados em conta. Quando espinores sa˜o levados em conta,
enta˜o obviamente o conteu´do da simetria residual e´ importante. Na˜o obstante, o nosso
objetivo de termos em conta os poss´ıveis observa´veis, isto e´ os bilineares covariantes,
torna o conteu´do do grupo ser reduzido. Vale a pena mencionar que tomando o es-
pinor cla´ssico ξ que satisfaz ξ†γ0ψ 6= 0, o espinor original ψ pode ser recuperado do seu
agregado de Fierz Z, que e´ dado por
Z = σ + J+ iS+ iKγ0123 + ωγ0123 , (4.31)
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utilizando-se o algoritmo de Takahashi [6].
Ale´m de removermos da Lagrangiana termos de violac¸a˜o de Lorentz espu´rios, quer-
emos investigar o efeito destas redefinic¸o˜es de campo na classificac¸a˜o de Lounesto para
os espinores transformados. Realizamos isto relacionando os observa´veis na estrutura
de violac¸a˜o de Lorentz com os bilineares covariantes na teoria padra˜o LI. Portanto os es-
pinores regulares (Dirac em particular) e os espinores singulares (abrangendo espinores
de Weyl, Majorana e Elko, dentre outros) podem ter uma descric¸a˜o dual em termos
da estrutura de violac¸a˜o de Lorentz, pois espinores de um tipo (como soluc¸o˜es) numa
teoria com LI, podem ser mapeados em espinores de outro tipo (como soluc¸o˜es) em
outra teoria com VL.
Comec¸amos listando os bilineares na estrutura com violac¸a˜o de Lorentz, obtidos
atrave´s da transformac¸a˜o (4.9)
σχ = χ¯χ,
Jχ = χ¯γµχe
µ,
Sχ =
1
2
χ¯iγµνχe
µ ∧ eν ,
Kχ = χ¯γ5γµχe
µ,
ωχ = χ¯γ5χ. (4.32)
A seguir, relacionamos estes invariantes com os correspondentes espinores transfor-
mados (LI) (4.9). Apo´s alguns ca´lculos, encontramos
σψ = ∆σχ +Ωσ , (4.33)
onde ∆ = 1 + 2ℑθ + |θ|2 + 2C˜µxµℜθ + C˜µC˜νxµxν e a forma expl´ıcita de Ωσ e´ dada no
apeˆndice. Os primeiros termos dessa expressa˜o sa˜o
Ωσ = χ
†γ0vΓχ+Bµχ†γ0∂µχ+ B˜µχ†γ0γ5∂µχ+ · · · (4.34)
Para os invariantes remanescentes obtemos expresso˜es similares,
Jψα = ∆J
χ
α +ΩJα , (γ0 7→ γ0γα) (4.35a)
Sψαβ = ∆S
χ
αβ +ΩSαβ , (γ0 7→ γ0γαβ) (4.35b)
Kψα = ∆K
χ
α +ΩKα, (γ0 7→ γ0γ5γα) (4.35c)
ωψ = ∆ωχ +Ωω, (γ0 7→ γ0γ5) (4.35d)
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onde as identificac¸o˜es entre pareˆnteses significam que, por exemplo, ΩJα e´ obtido de Ωσ
pela substituic¸a˜o γ0 7→ γ0γα, e similarmente para os invariantes remanescentes.
Utilizando estas expresso˜es, podemos aplicar a classificac¸a˜o de Lounesto para os
espinores transformados (LI). Considere o exemplo σψ 6= 0, ωψ 6= 0, correspondendo ao
espinor de tipo-I na teoria LI. Como σψ = ∆σχ+Ωσ e ωψ = ∆ωχ +Ωω, dependendo do
valor de Ωσ e Ωω, podemos ter ou σχ e σω iguais a zero ou na˜o e portanto a redefinic¸a˜o
do campo pode relacionar um espinor invariante de Lorentz do tipo 1 com va´rios tipos
de espinores com violac¸a˜o de Lorentz, tais como σχ = 0 = ωχ (tipos 4, 5, e 6) e outros.
Uma ampla lista de possibilidades e´ dada abaixo, onde assumiremos que as func¸o˜es
∆ e Ω sa˜o na˜o nulas:
1ψ) σψ 6= 0, ωψ 6= 0. Como σψ 6= 0 e σψ = ∆σχ + Ωσ, listamos abaixo todas as
possibilidades, dependendo se σχ e´ ou na˜o igual a zero, assim como ωχ:
i) σχ = 0 = ωχ . Estas condic¸o˜es sa˜o correspondentes aos campos espinoriais do
tipo-(4), tipo-(5) e tipo-(6) — respectivamente flag-dipoles, flagpole e dipoles.
ii) σχ = 0 e ωχ 6= 0, sendo compat´ıveis com campos espinoriais regulares do
tipo-(3). A condic¸a˜o σχ = 0 e´ consistente com σψ 6= 0.
iii) σχ 6= 0 e ωχ = 0. Este caso diz respeito a campos espinoriais regulares do
tipo-(2). A condic¸a˜o ωχ = 0 e´ consistente com ωσ 6= 0.
iv) σχ 6= 0 e ωχ 6= 0, correspondendo aos campos espinoriais regulares do tipo-
(1), em particular os de Dirac.
2ψ) σψ 6= 0, ωψ = 0. Embora a condic¸a˜o σψ 6= 0 seja consistente com ambas as
possibilidades σχ = 0 e σχ 6= 0 (claramente a condic¸a˜o σχ 6= 0 e´ consistente com
σψ 6= 0 se ∆σχ 6= −Ωσ), a condic¸a˜o ωψ = 0 fornece ∆ωχ = −Ωσ, o qual na˜o se
anula. Para resumir:
i) σχ = 0 e ωχ 6= 0. Este caso corresponde ao tipo-(3), campos espinoriais
regulares . A condic¸a˜o σχ = 0 e´ consistente com σψ 6= 0, contudo como
ωχ 6= 0, a condic¸a˜o adicional ∆ωχ = −Ωσ deve ser imposta.
ii) σχ 6= 0 e ωχ 6= 0. Este caso diz respeito ao tipo-(1), campos espinoriais de
Dirac.
3ψ) σψ = 0, ωψ 6= 0. A condic¸a˜o ωψ 6= 0 e´ consistente com ambas e complementar a
ωχ = 0 e ωχ 6= 0. Para resumir:
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Campos Espinoriais VSL Campos Espinoriais Covariantes
classe (1ψ) ψ-regular Regular classe (1)
Regular classe (2)
Regular classe (3)
Flag-dipole classe (4)
Flagpole classe (5)
Dipole classe (6)
classe (2ψ) ψ-regular Regular classe (3)
Regular classe (1)
classe (3ψ) ψ-regular Regular classe (2)
Regular classe (1)
classe (4ψ) ψ-flag-dipole Regular classe (1)
classe (5ψ) ψ-flagpole Regular classe (1)
classe (6ψ) ψ-dipole Regular classe (1)
Table 4.1: Correspondeˆncia entre campos espinoriais VSL (χ) e campos espinoriais LI
ψ, sob a classificac¸a˜o de campos espinoriais de Lounesto.
i) ωχ = 0 e σχ 6= 0, correspondendo ao tipo-(2), campos espinoriais regulares.
A condic¸a˜o ωχ = 0 e´ consistente com ωψ 6= 0, contudo como σχ 6= 0, a
condic¸a˜o adicional σψ = ∆σχ +Ωσ 6= 0 deve ser imposta.
ii) σχ 6= 0 e ωχ 6= 0. Este caso diz respeito ao tipo-(1), campos espinoriais
regulares.
4ψ) σψ = 0 = ωψ, Kψ 6= 0, Sψ 6= 0.
5ψ) σψ = 0 = ωψ, Kψ = 0, Sψ 6= 0.
6ψ) σψ = 0 = ωψ, Kψ 6= 0, Sψ = 0.
Todos os campos espinoriais singulares 4ψ), 5ψ) e 6ψ) sa˜o definidos pela condic¸a˜o
σψ = 0 = ωψ, 6ψ) sa˜o definidos pela condic¸a˜o σψ = 0 = ωψ, a qual implica
∆σχ = −Ωσ(6= 0) e que ∆ωχ = −Ωω(6= 0). Portanto, espinores singulares na teo-
ria com violac¸a˜o de Lorentz sa˜o sempre relacionados a espinores regulares no modelo
com invariaˆncia de Lorentz correspondente. Esta discussa˜o pode ser resumida na Tabela
(4.1), que descreve a possibilidade de mapear observa´veis da estrutura com violac¸a˜o de
Lorentz em observa´veis nos modelos com covariaˆncia Lorentz.
No contexto LI, a possibilidade de mapeamento entre diferentes classes de espinores
tem sido apontado na literatura. De fato, e´ conhecido que um campo espinorial regular
pode ser mapeado em qualquer campo espinorial covariante, incluindo mapeamentos
exo´ticos e regimes relacionados com a gravidade quaˆntica [12, 167]. Tais aplicac¸o˜es sa˜o
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formalmente consistentes e foram realizadas em contextos cinema´ticos e dinaˆmicos. Na˜o
obstante, todos estes estudos foram desenvolvidos sobre uma estrutura com invariaˆn-
cia de Lorentz, que e´ generalizada neste trabalho para incluir a possibilidade de VSL,
portanto ampliando consideravelmente a classe de modelos que podem ser relacionados
por estas transformac¸o˜es. Um ponto muito importante sa˜o as identidades de Fierz nesse
contexto: impondo que as mesmas continuem va´lidas nos espinores transformados, sera˜o
gerados v´ınculos.
Como um exemplo deste tipo de relac¸a˜o discutida aqui, vamos construir uma trans-
formac¸a˜o que mapeia um espinor de Dirac χ na estrutura VSL num espinor singular ψ
(do tipo Majorana, flagpole) na estrutura LI. Sem perda de generalidade, na represen-
tac¸a˜o de Weyl estes espinores sa˜o autoespinores do operador de conjugac¸a˜o de carga e
podem ser parametrizados como segue,
χ =


a0
a1
a2
a3

 =
(
χ1
χ2
)
∈ C4, ψ =


−iβ∗
iα∗
α
β

 =
(
ψ1
ψ2
)
∈ C4 , (4.36)
e podemos posteriormente escolher a0 = a2 = 0 [13]. A transformac¸a˜o necessa´ria e´ da
forma
ψ = (1 + vµγ5γ
µ)χ, (4.37)
a qual e´ equivalente a ψ − χ = vµγ5γµχ. Definindo
T ≡ vµγ5γµ =
(
0 −vµσµ
v0I − vkσk 0
)
, (4.38)
temos Tχ =
( −vµσµ(χ2)
v0I−vkσk(χ1)
)
=
(ψ1−χ1
ψ2−χ2
)
. Portanto podemos obter condic¸o˜es de consisteˆn-
cia entre as componentes dos espinores, isto e´, iβ∗/a3 = −α/a1 ≡ δ ∈ C , junto com
v1 − iv2 = δ, o que caracteriza as transformac¸o˜es desejadas. O resultado final e´ que, no
n´ıvel cla´ssico o modelo VSL de um espinor de Dirac χ governado pela Lagrangiana
L0 = i
2
χ¯γν
↔
∂ν χ−mχ¯χ− ivµχ¯γ5
↔
∂µ χ, (4.39)
e´ realmente fisicamente ideˆntico ao modelo padra˜o LI de um campo espinorial de Ma-
jorana livre. Pode-se recordar que campos espinoriais de Dirac possuem sete graus de
liberdade, enquanto que espinores de Majorana possuem quatro graus de liberdade. A
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equac¸a˜o (4.9) e´ um v´ınculo que reduz dois graus de liberdade no espinor de Dirac. Ale´m
disso, a falta do grau de liberdade e´ contada quando o calibre U(1) e´ levado em conta
para o espinor de Dirac, mas na˜o para o de Majorana [2].
Uma aplicac¸a˜o mais natural entre espinores, alternativamente a` equac¸a˜o (4.9) seria
uma levando espinores de Weyl, que sa˜o uma classe particular de espinores dipole com
simetria de calibre U(1), em espinores regulares de Dirac, o que permite, ale´m disso,
bandeiras de Penrose para serem anexadas a espinores de Weyl. Contudo, a relac¸a˜o entre
campos espinoriais de Dirac e Weyl e´ amplamente explorado ao longo da literatura de
TQC. Portanto, optamos por obter um mapeamento entre campos espinoriais regulares
e flag-dipole, uma vez que espinores flag-dipole sa˜o soluc¸o˜es importantes da equac¸a˜o de
Dirac em gravidade f(R) com torc¸a˜o [5]. De fato considere espinores regulares e do
tipo-(4) respectivamente [13],
χ =


a0
a1
a2
a3

 ∈ C4 , com a0 6= −a1a2a
∗
3
||a2||2 , (4.40)
ψ =


c0
c1
c2
c3

 =


− c1c2c∗3||c2||2
c1
c2
c3

 ∈ C4 , com ||c1||2 6= ||c3||2. (4.41)
A transformac¸a˜o que relaciona estes campos espinoriais e´ dada tomando
v · Γ = λγ5 – ψ = (I + λγ5)χ na equac¸a˜o (4.9) [13]. Enta˜o
ψ − χ = λγ5χ,
β1 = 1 + λ =
c2
a2
=
c3
a3
,
β2 = 1− λ = c0
a0
=
c1
a1
,
e o mesmo fornece λ = β1−β22 .
Outro exemplo interessante de mapeamento de espinores via essas transformac¸o˜es,
e´ novamente usando espinores regulares e flagpoles (Majorana), mas dessa vez, uti-
lizando uma transformac¸a˜o do tipo ψ − χ = aµγµχ, a qual, junto com a transformac¸a˜o
anterior, serve como base para uma apresentac¸a˜o simplificada (fundo Minkowski) da
equac¸a˜o de Dirac e do respectivo propagador. Agora obtivemos a condic¸a˜o de con-
sisteˆncia iβ
∗
a3
= αa1 = δ ∈ C e v1 − iv2 = −δ.
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Em suma, mostramos como uma classe geral de redefinic¸o˜es de campos podem rela-
cionar classes diferentes de campos espinoriais na estruturas VSL e LI. A equivaleˆncia
f´ısica entre os modelos aqui descritos valem nos aspectos cinema´ticos e dinaˆmicos cla´ssi-
cos destas teorias, deixando em aberto a questa˜o interessante da equivaleˆncia quaˆntica.
A segunda quantizac¸a˜o de diferentes classes de campos espinoriais pode ser realizada,
portanto acreditamos que a investigac¸a˜o de aspectos quaˆnticos das relac¸o˜es que apre-
sentamos e´ um to´pico via´vel e interessante a ser buscado.
4.3.1 A equac¸a˜o de Dirac e o respectivo propagador fermioˆnico com
violac¸a˜o de Lorentz
Nessa sec¸a˜o, apresentamos um exemplo simplificado (fundo Minkowski) de Lagrangiana
com violac¸a˜o de Lorentz usando a transformac¸a˜o (4.37).
A Lagrangiana de fe´rmions de massa m com os termos de quebra de simetria CPT
e´ dada por [168]:
L = ψ¯(6p− 6bγ5 −m)ψ , (4.42)
onde bµ = (b0,b) e´ um quadrivetor constante e varia´veis do tipo 6 y sa˜o por definic¸a˜o
6y = γµyµ.
Procuramos por soluc¸o˜es do tipo ondas-planas, em que ψ(α) = N
(α)
u u(α)(p)e−ip·x
(α = 1, 2) e´ um espinor de Dirac modificado com quatro componentes, onde N
(α)
u e´ uma
constante de normalizac¸a˜o a ser determinada.
Da equac¸a˜o (4.42), obtemos a equac¸a˜o de Dirac modificada
(6p− 6bγ5 −m)ψ = 0 . (4.43)
Aplicando o ansatz para ψ e multiplicando a equac¸a˜o acima pela esquerda por
(6p− 6bγ5 +m), obtemos a seguinte relac¸a˜o:
{
p2 − b2 −m2 − [6p, 6 b]γ5
}
u(p) = 0 . (4.44)
A expressa˜o acima ainda na˜o e´ diagonal, uma vez que na mesma aparecem ter-
mos com matrizes na˜o diagonais. Para obter a equac¸a˜o alge´brica para este modelo, e´
necessa´rio multiplicar a equac¸a˜o acima por p2 − b2 −m2 + [6p, 6 b]γ5 pela esquerda:
{[p2 − b2 −m2]2 − ([6p, 6 b]γ5)2}u(p) = 0 . (4.45)
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Vamos trabalhar o comutador acima:
([6p, 6 b]γ5)2 = (6p 6b− 6b 6p)γ5(6p 6b− 6b 6p)γ5
= 6p 6b 6p 6b− 6p 6b 6b 6p− 6b 6p 6p 6b+ 6b 6p 6b 6p
= 6p 6b [− 6b 6p+ 2(p · b)]− 2p2b2+ 6b 6p [− 6p 6b+ 2(p · b)]
= −4p2b2 + 2(p · b) 6p 6b+ 2(p · b) 6b 6p
= −4p2b2 + 2(p · b) [− 6b 6p+ 2(p · b)] + 2(p · b) 6b 6p
= −4p2b2 + 4(p · b)2 , (4.46)
onde foi utilizada a identidade 6c 6d = − 6d 6c+ 2(c · d).
Portanto, a relac¸a˜o de dispersa˜o para o modelo e´
[p2 − b2 −m2]2 − 4[b · p]2 + 4b2p2 = 0 . (4.47)
Esta relac¸a˜o de dispersa˜o e´ qua´rtica na varia´vel p0(p). Ela possui duas ra´ızes posi-
tivas E
(α)
u e duas negativas E
(α)
v , onde α = 1, 2.
A equac¸a˜o (4.47) e´ facilmente resolvida para os casos em que bµ e´ estritamente
temporal ou espacial. Para o caso bµ = (b0,0), a relac¸a˜o de dispersa˜o fornece
E(α)u =
√
(|p|+ (−1)αb0)2 +m2 ,
(4.48)
E(α)υ =
√
(|p| − (−1)αb0)2 +m2 ,
em que E
(α)
u,υ indicam as energias para as part´ıculas e suas antipart´ıculas, respectiva-
mente.
Para o caso bµ = (0,b), as soluc¸o˜es sa˜o
E(α)u =
√
p2 +m2 + b2 + (−1)α2
√
(b · p)2 +m2 ,
(4.49)
E(α)υ =
√
p2 +m2 + b2 − (−1)α2
√
(b · p)2 +m2 .
Quando multiplicamos a equac¸a˜o (4.43) pela esquerda por γ0, esta equac¸a˜o de movi-
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mento pode ser escrita na forma hamiltoniana, onde i
∂ψ
∂t
= Hψ. Assim, temos que2
H = α · p+mγ0 + γ5b0 +Σ · b . (4.50)
Vamos construir os espinores para o caso bµ puramente temporal. O Hamiltoniano
e´ enta˜o dado por:
H = α · p+mγ0 + b0γ5 . (4.51)
Na representac¸a˜o padra˜o das matrizes γ de Dirac, como e´ usual, obtemos os seguintes
espinores
u(α)(p) = N (α)u
(
χ(α)
ξ
(α)
u χ(α)
)
(4.52)
para os estados de energia positiva e, para os estados de energia negativa,
υ(α)(p) = N (α)υ
(
ξ
(α)
υ η(α)
η(α)
)
, (4.53)
onde
ξ(α)u =
σ · p− b0
E
(α)
u +m
. (4.54)
A soluc¸a˜o para ξ
(α)
υ e´ obtida pela troca, na expressa˜o acima, bµ 7→ −bµ e
E
(α)
u 7→ E(α)υ .
O espinor (4.53) pode ser normalizado, se escolhermos a mesma condic¸a˜o de nor-
malizac¸a˜o do caso da teoria LI:
u¯(α)(p)u(α
′)(p) = δαα
′
. (4.55)
Utilizando a definic¸a˜o u¯ = u†γ0 e a auto-energia positiva (4.49) para a part´ıcula,
encontramos a constante N
(α)
u de normalizac¸a˜o:
N (α)u =
√
E
(α)
u +m
2M
. (4.56)
Se o espinor de duas componentes χ(α) for escolhido ser autovetor do operador σ · p|p|
2
Σ = αγ5 =
(
σ 0
0 σ
)
, onde σ = σiei.
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com autovalor −(−1)α, o espinor de Dirac modificado e normalizado fica
u(α)(p) =
√
E
(α)
u +m
2m

 χ
(α)
−(−1)(α)|p| − b0
E
(α)
u +m
χ(α)

 . (4.57)
Procedendo de modo ana´logo, obtemos o espinor para os anti-fe´rmions:
υ(α)(p) =
√
E
(α)
υ +m
2m

 −(−1)
(α)|p|+ b0
E
(α)
υ +m
χ(α)
χ(α)

 . (4.58)
Ainda podemos obter outro elemento de grande importaˆncia na teoria da EDQ
estendida: o propagador fermioˆnico modificado. O propagador de Feynman escolhido
deve satisfazer
(i 6∂− 6bγ5 −m)Sb(x− y) = iδ(4)(x− y) , (4.59)
que, escrita no espac¸o de Fourier,
∫
d4p
(2π)4
(6p− 6bγ5 −m)e−ip·(x−y)Sb(p) = iδ(4)(x− y) (4.60)
fornece, atrave´s da representac¸a˜o de Fourier da Delta de Dirac,
Sb(p) =
i
6p− 6bγ5 −m . (4.61)
Podemos ainda, usar as refereˆncias [168, 169] para escrever o propagador da seguinte
forma
Sb(p) =
i
6p− 6bγ5 −m =
i(6p− 6bγ5 +m)
(6p− 6bγ5 −m)(6p− 6bγ5 +m)
=
i(6p− 6bγ5 +m)
{p2 − b2 −m2 − [6p, 6 b]γ5} , (4.62)
onde foi utilizada (4.44). Utilizando tambe´m (4.47), segue que
Sb(p) =
i(6p− 6bγ5 +m){p2 − b2 −m2 + [6p, 6 b]γ5}
[p2 − b2 −m2]2 − 4[p · b]2 + 4p2b2 . (4.63)
Portanto, vemos que a quebra da simetria de Lorentz, adotada em (4.37) modifica as
relac¸o˜es de dispersa˜o, as autoenergias e os espinores da teoria de Dirac LI, ale´m de gerar
uma perturbac¸a˜o no Hamiltoniano de Dirac livre.
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Chapter 5
Concluso˜es e desenvolvimentos
futuros
Nessa tese, investigamos como a classificac¸a˜o de espinores de Lounesto ilumina
va´rias a´reas da f´ısica teo´rica de ponta.
No cap´ıtulo 1, revimos brevemente o conceito de grupo de Lorentz e constru´ımos ex-
plicitamente as representac¸o˜es irredut´ıveis do seu recobrimento duplo, o chamado grupo
spin, que e´ identificado com o grupo SL(2,C), apo´s isso, apresentamos os bilineares co-
variantes e discutimos o seu significado f´ısico. Terminamos o cap´ıtulo mostrando via
transformac¸o˜es de Fierz, como o grupo de Lorentz SO(1, 3) age na a´lgebra M(4,C) (a
a´lgebra de Clifford do espac¸o-tempo).
Devemos frisar que a classificac¸a˜o de Lounesto na˜o se resume ao espac¸o-tempo de
Minkowski. Recentemente, novas classes de espinores em espac¸os de Lorentz de cinco di-
menso˜es foram constru´ıdas [170], o que tem grande utilidade na busca por novas soluc¸o˜es
espinoriais de equac¸o˜es de primeira ordem que podem ser acopladas com equac¸o˜es de
Einstein. Tal classificac¸a˜o e´ ana´loga a` classificac¸a˜o de Lounesto para o espac¸o R4,1
Tais novas classes emulam espinores em bulk do tipo anti-de Sitter (AdS5) e sua sub-
sequente localizac¸a˜o no que chamamos de brana, que descreve nosso Universo, ainda e´
um problema em aberto e deve ser explorado [171, 172]. Para espinores singulares no
bulk, somente o campo Elko foi usado para tal procedimento [173, 174, 175] e novos
espinores do tipo flagpole e flag-dipole foram descobertos em [163]. Outras classes pred-
itas em [170] e ainda inexploradas sera˜o palco de investigac¸a˜o. O caso de seis dimenso˜es,
neste contexto, e´ ainda aberto, tendo sido implementado para o Elko em [176]. Ale´m
disso, recentemente o ana´logo da classificac¸a˜o de Lounesto para sete dimenso˜es (tanto o
caso Lorentziano quanto o Riemanniano) foi constru´ıdo, com aplicac¸o˜es nas soluc¸o˜es da
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equac¸a˜o de Dirac no espac¸o AdS4 ×S7 que sa˜o espinores singulares [50, 51]. Visamos,
ainda usar o formalismo desenvolvido no regime da escala de Planck em [167] para re-
finar o cap´ıtulo 4, bem como implementar sua versa˜o exo´tica [11, 12, 42, 177, 178].
No cap´ıtulo 2 revisamos as ferramentas geome´tricas necessa´rias para o tratamento de
teorias de gravitac¸a˜o: variedades diferencia´veis, campos vetoriais e tensoriais, focando
principalmente no conceito de tensor me´trico com sua conexa˜o canoˆnica (de Levi-Civita).
Por questo˜es de didatismo, apresentamos com detalhes a deduc¸a˜o da equac¸a˜o de campo
da teoria da gravitac¸a˜o de Einstein, partindo da ac¸a˜o de Einstein-Hilbert.
No cap´ıtulo 3, num contexto de espac¸o-tempo do tipo Riemann-Cartan, mostramos
que os bilineares covariantes tambe´m surgem na dinaˆmica do sistema, estando presentes
na equac¸a˜o de movimento do campo fermioˆnico num fundo ECSK, vinculando explici-
tamente o tipo de espinor (3.11). Ainda no cap´ıtulo 2, com uma ana´lise posterior,
mostramos que o ansatz (3.20) e´ soluc¸a˜o para a equac¸a˜o do campo fermioˆnico e iden-
tificamos como sendo um espinor do tipo-4, que pela primeira vez, surge naturalmente
num modelo teo´rico.
No cap´ıtulo 4, exploramos com grande generalidade, a quebra de simetria de Lorentz
tomando um fundo do tipo f(R) com torc¸a˜o e adicionando um campo fermioˆnico ao
mesmo, mostramos que para um tipo espec´ıfico de espinor singular, o acoplamento com
a torc¸a˜o e´ o menos sens´ıvel. Ale´m disso, apresentamos exemplos concretos de como a
transformac¸a˜o (4.9) afeta os bilineares covariantes (4.36). O fundo f(R) tanto quanto
espac¸os Riemann-Cartan sa˜o imprescind´ıveis para flag-dipoles.
Para desenvolvimentos futuros adicionais, temos duas propostas: buscar de forma
natural a quebra de simetria de Lorentz usando um fundo como o da gravitac¸a˜o de Ein-
stein e´ dif´ıcil (artificial na verdade), pois usando coordenadas locais, o tensor me´trico
se torna o de Minkowski em torno de um ponto. Acreditamos que partindo de um
modelo de gravitac¸a˜o que na˜o seja Riemanniano e´ o natural, pois se a fonte do campo
gravitacional na˜o e´ um tensor me´trico, a linearizac¸a˜o local na˜o fornecera´ imediatamente
o modelo da relatividade especial. Uma teoria geome´trica naturalmente na˜o Riemmani-
ana e´ a teoria dos espac¸os de Finsler [179]. Em [180] essa questa˜o e´ abordada, sugerindo
ind´ıcios teo´ricos recentes que apoiam tal enfoque [181]. Um to´pico totalmente inovador,
seria estender a classificac¸a˜o de Lounesto para campos fermioˆnicos no aˆmbito da segunda
quantizac¸a˜o, o que implicaria v´ınculos nas teorias quantizadas. Ainda, a classificac¸a˜o de
espinores em segunda quantizac¸a˜o e´ um problema em aberto, cuja soluc¸a˜o esta´ pro´xima
[182].
Outra questa˜o interessante, e´ o setor gravitacional do modelo padra˜o estendido
(SME), cujo espac¸o de coeficientes carecem de ser investigados [183].
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Apeˆndice: a expressa˜o completa
de Ωσ
Por uma questa˜o de exaustividade, citamos aqui a expressa˜o completa da func¸a˜o
Ωσ aparecendo em (4.33),
Ωσ = ∆{B˜µ∂µχ† + iθB˜µ∂µχ† + iB˜µC˜αxα∂µχ†}γ5γ0χ
+ {χ† + χ†(vΓ)† − iC˜µxµχ† +∆(Bµ∂µχ† + B˜µ∂µχ†γ5 + Cµνxµ∂νχ†)− iθ∗χ†}γ0vΓχ
+ {χ†(vΓ)† +∆(Bµ∂µχ† + Cµνxµ∂νχ†) + iθχ†(vΓ)† + iC˜αxαχ†(vΓ)†
+ iθ∆(Bµ∂
µχ† + iC˜αBµxα∂µχ† + iθCµνxµ∂νχ† + iCµνxµC˜αxα∂νχ†)}γ0χ
+ {B˜αχ† +∆(B˜αχ†(vΓ)† − C˜µxµB˜αχ†) +BµB˜α∂µχ† − B˜µBα∂µχ†
+ B˜µB˜α∂
µχ†γ5 −∆B˜µxβCβα∂µχ† + B˜αCµνxµ∂νχ† − iθ∗∆B˜αχ†}γ0γ5∂αχ
+ {Bαχ† + Cβαxβχ† − iC˜µ∆Cβαxµxβχ† +BµBα∂µχ† +BµCβαxβ∂µχ†
+ BαCµνx
µ∂νχ† + CµνCβαxµxβ∂νχ† − i∆(θ∗Bαχ† − iθ∗Cβαxβχ†
+ Bαχ
†(vΓ)† + Cβαxβχ†(vΓ)† − iC˜µBαxµχ†)}γ0∂αχ,
onde ∆ engloba o sinal em relac¸a˜o a conjugac¸a˜o Hermitiana. As func¸o˜es Ω aparecendo
em (4.35) sa˜o obtidas das equac¸o˜es anteriores apo´s as identificac¸o˜es indicadas em (4.35).
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